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I — Vocabulaires
= Une expérience est dite aléatoire si on ne peut pas prévoir a I'avance laquelle des issues possibles sera
réalisée.
= L'univers Q) estl'ensemble de toutes les issues possibles d'une expérience aléatoire. On va nous
restreindre aux cas ou I'univers est fini et non vide : Q= {0)1, Wy, ..y (on} et cardQ =n.

= Toute partie de Q) est appelée un événement
= Lessingletons {(ok } sont appelés des événements élémentaires

= Q) estappelé I'événement certain
=  (J est appelé I'événement impossible.

= Si A et Bsont deux événements de Q,l'événement A U B est réalisé si l'un au moins des événements A
ou B est réalisé.

= Si A et Bsont deux événements de Q,I'événement A N B est réalisé si les deux événements A et B sont
réaliseés.
= Si Aestunévénementde Q,l'événement contraire.de’A noté A estla partie de Q constituée de toutes les
issues de  qui ne sont pas dans/A.
= Deux événements de Q, A et B sont dits incompatiblessi AB= .
II — Probabilité sur I'univers¢Q d'une expérience.aléatoire

1 — Probabilité d'un événement

Définition
Soit Q= {Wl, W,,..., con} l'univers d'une expérience aléatoire tel que card Q=n.

A En répétant cette expérience N fois dans les mémes conditions. Si Nn; est le nombre de fois que I'on

n.
obtienne l'issue ®;.Le nombre NI s'appelle la probabilité de I'événement élémentaire {coi} que I'on

n:

note p; = p({w})= p(mi)zﬁ'
n

A Ona: Zpi =P+ Pyt p, =1

A Si A estunévénement tel que A= {(x)kl NODRTNGY }OU 1<k, <k, <...<Kkg <n, alors : la probabilité de A

est: p(A)=p(03k1)+ p(@k2)+"'+p(mks)

Propriétés
Soit QO l'univers d'une expérience aléatoire et soit p une probabilité sur Q2.

(VAeP(Q)):0<p(A)<1

*

* p(Q)=let p(2)-0
* (VAe?(Q))(VBe?Q) )):AcB= p(A)<p(B).
* (VAeP(Q))(VBeP(Q)):AnB=T = p(AUB)=p(A)+p(B).
* (VAeP(Q))(VBeP(Q)): p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB).
* (vA=P(Q): p(A)=1-p(A )
Hypotheése d'équiprobabilité
Déf1n1t10n

Soit Q = {Wl, W,,..., 0, } I'univers d'une expérience aléatoire.

On dit qu'on a équiprobabilité si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité c’est-a-dire

1
Pr=P,=...= pn—m-
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Proposition

Soit Q= {Wl, W,,..., 0, } I'univers d'une expérience aléatoire. On désigne par p une probabilité sur I'univers Q
_card A

~cardQ

qui vérifie 'hypothése d’équiprobabilité. Alors: (VA € P(Q)): p(A)

Remarques
On a équiprobabilité dans les cas suivants :

= Lorsqu’on un dé non truqué

= Lorsqu’on a une piece de monnaie non truquée

= Lorsque les boules ou les billes ou les jetons sont indiscernables au toucher
= Lorsqu'on le dit dans I'énoncé

Exemple
Une urne U contient 12 boules indiscernables au toucher : 3 noires, 4 vertes et 5 blanches.
On tire au hasard et simultanément 3 boules de 'urne.
1) Déterminer le nombre des tirages possibles.
2) Soit A I'événement : « Obtenir 3 boules de méme couleur »
B I'événement : « Obtenir 3 boules de couleurs différentes deux a deux »

Calculer p(A) et p(B)

IIT — Probabilité conditionnelle
1 — Probabilité conditionnelle

Définition

Soit p une probabilité sur un univers (2. Soient A et B deux événements tels que : p (A) #0.

La probabilité de 'événement B sachant que I'événement A est réalisé est notée p, (B) ou.p ( B\ A) et est
p(AnB)

définie par: p, (B)=
P(A)

Proposition
Soit p une probabilité sur un univers Q.

*  SiAestunévénement tel que p(A)=0,alors p, (A)=1.
* Si A et B deux événements tels que p(A)=0et p(B)=0,alors:
P(ANB)=p(A)xpa(B) et p(AnB)=p(B)xpg(A)
* Si A et B deux événements incompatibles (Am B= @) tels que p (A) #0et p(B) #0, alors:
Pa(B)=0 et pg(A)=0

2 — Probabilités totales

Définition
A Soient A et B deux parties non vides de (2. On dit que A et B forment une partition de parties non vides
de Q sietseulementsi: ANB=d et AUB=Q

A Plus généralement, Si Aj,;A,;...;A, sont des parties non vides d'un ensemble €. On dit que
i=n
A1 A,; ... A, forment une partition de Q si et seulement si: A; F\AJ— =Jsii# ] et UAi =Q.
i=1

Remarque
Soit A un événement de Q. Alors A et A forment une partitionde Qcar: ANA=J et AUA=Q.

Proposition
* Soit A un événement de Q tel que p (A) #0. Alors :

(VBeP(Q)): p(B)=p(AnB)+p(AnB)=p(A)x ps(B)+p(A)xpz(B)
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* Soient A;,;A,;...; A, des événements de () qui forment une partition de . Alors:

n n

(vBeP(Q)): p(B)=2 p(AiNB) =2 P(Ai)xPa,(B)

i=1 i=1

Remarque
Si A, B et C forment une partition de 2. Alors:

(VEeP(Q)): p(E)=p(ANE)+p(BNE)+p(CNE)=p(A)xpa(E)+p(B)xpg(E)+p(C)x pc (E)

Formule de Bayes
Soient Aq,;A,;...;A, des événements de (2 qui forment une partition de Q. Alors:

(Vie{,2,3..,n})(vBeP(Q)): ps(A)= P(A)* P4 (B)
> P(A)xpy (B)

n
k=1

IV — Indépendance
1 — Indépendance des événements

Définition
Soient A et B deux événements de €2 .
On dit que A et B sont deuxévénements indépendants si et seulement si p(ANB)=p(A)xp(B)

Proposition
Soient A et B deux événements de Q.
A et B sont indépendants <> p, (B)=p(B)ou pg(A)=p(A)

2 —Indépendange des épreuves
Définition
Lorsqu'une expérience aléatoire est répétée plusieurs fois, on dit qu'on une répétition d'expériences identiques.
Ces expériences aléatoires successives sont indépendantes lorsque chaque issue de l'une quelconque de ces
expériences ne dépend pas de l'issue des autres expériences.
V — Variables aléatoires

1 — Définition et notations

Définition 1
Soit Q2 l'univers d'une expérience aléatoire.

Toute application définie de Q2 vers R est appelée une variable aléatoire. Elle est notée habituellement par les
lettres X ,Y,Z ...

Notations et vocabulaire
Soit X une variable aléatoire définie sur Q.

* On note par X (Q) I'ensemble des valeurs prises par X c'est-a-dire I'ensemble des images par X des
élémentsde Q.Onpose X(Q) ={X,Xp,.... X, }

* PourtoutXeR,(X:X):{WGQ/X(W):X}

* PourtoutxeR , (X<x)={weQ/X(w)<x|

Exemple

On considére I'expérience suivante : On jette une piéce de monnaie non truquée 3 fois en l'air, en numérotant apres
chaque lancer la face apparente de la piece. Aprés chaque lancer si on obtient la face P on gagne 5 dh et si on
obtient la face F on perd 2 dh. Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque issue le gain algébrique.

1) Déterminer l'univers Q de cette expérience aléatoire.
2) Déterminer 'ensemble des valeurs prises par X.
2 — loi de probabilité d'une variable aléatoire
Définition 2
Soit X une variable aléatoire définie sur (2 telle que X (Q) = {Xl, Xo e X } .
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La loi de probabilité de X est I'application définie de X(Q) vers Rpar: x> p (X =X )

Regle
Soit X une variable aléatoire définie sur Q.
Pour déterminer la loi de probabilité de X, on devrait :

= Déterminer 'ensemble des valeurs prises par X : X (Q) = {Xl, Xo e X)) } .
* Calculer les probabilités p(X = Xi) pour tout i € {1, 2,3,..., n}

La loi de probabilité de X est habituellement représentée dans un tableau :

Xi X Xy Xp Total
pi=p(X=x) Py D, . P, 1
3 — Espérance mathématique — Variance — Ecart-type

Définition
Soit X une variable aléatoire définie sur .£) telle que X (Q) = {Xl, Xo,..0 X)) } dont la loi de probabilité est donnée

par le tableau suivant :

Xi X X3 X Total

pi=p(X=x) Py Py Pn 1

n

A L'espérance mathématique de X est: E(X )= x p;

i
i=1

A LavariancedeXest:V (X)= E[(X —E(X))Z}

4 L'écart-typede X est: 6(X )=V (X)

Proposition
Soit X une variable aléatoire définie sur €2 telle que X (Q) = {Xl, Xy X }, dont la loi de probabilité est

donnée par le tableau suivant :

Xi X Xo Xp Total

pi=pP(X=x) Py P, . Pn 1

Alors : V(X):E(Xz)—[E(X)T:gxfxpi—Lgxixpi]

Remarques
¢ L'espérance mathématique d'une variable aléatoire est la moyenne des valeurs qu'elle prend.
¢ Lorsqu'une variable aléatoire est définie comme un gain algébrique lors d'un jeu, 'espérance représente le
gain moyen apres un trés grand nombre de parties.
Ainsi une espérance nulle indique un jeu équitable, une espérance négative indique un jeu défavorable au
joueur et une espérance positive indique un jeu favorable au joueur.

Exemple
Une urne contient 3 boules blanches, 4 boules noires et 5 boules rouges indiscernables au toucher.

On tire simultanément et au hasard trois boules de l'urne.
1) On considere les deux événements suivants :
A : « tirer trois boules de méme couleur »

B : « tirer trois boules de couleurs différentes deux a deux »
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Montrer que : p(A):4—34 et p(B):

3
11

2) Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage de trois boules associe le nombre de couleurs que portent les

boules tirées.

a) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X.

b) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

c) calculer l'espérance mathématique E ( X ) et 'écart-type G( X )

Théoreme
Soit QQ 'univers d'une expérience aléatoire. Soient X et Y deux variables aléatoires sur (). Alors:

*x (VoeR):E(aX)=aE(X)
*x E(X+Y)=E(X)+E(Y)
* V(aX)=a?V(X)

VI — Fonction de répartition

Définition

Soit X une variable aléatoire définie sur Q ..
La fonction Fy définiepour tout réel X par: Fy (X)= p(X < X), est appelée la fonction de répartition de X.

Exemple

Soit X la variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

» Six<-3,ona: FX(X):O

» Si-3<x<-1,ona:F(x)=

» Si-1<x<2,ona: R (x)

= Si2<x<4,ona: FX(X):

= Six>4,ona: FX(X)=1

Représentation graphique de Fy :

X; -3 -1 2 4
[ L 1 1 1
' 4 8 2 8
La fonction de répartition de la variable aléatoire X est définie par segment :
0;sl x<-2
L L 2 1
_ - _2< _
4 2 si <X<
3 3
=— Donc F/(X)=<—=;s1-1<x<2
8 X ( ) 8
7
Z Z 1si2<x<4
8 8
1;six>4
s—r—1
e
[— —
I v 1 2B

https://www.dimamath.com



https://www.dimamath.ccom/

2ere BIOF SM Chapitre 13 : Dénombrement et probabilite S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.ccom
_+_

VII — Loi binomiale

Définition
Soit A un événement dans un expérience aléatoire tel que p (A) #0.0npose p (A) = p.On répete cette

expérience n fois indépendamment.
Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque possibilité le nombre de fois que I'événement A est réalisé.
On dit que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétres n et p

Proposition
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parameétres n et p. Alors :

* p(X= k)=Cr|]( x p¥ x(1- p)n*k pour tout K 6{1,2,3,...,n}
L'espérance mathématique de X est: E(X)=nxp

*
* Lavariancede Xest: V(X)=nxpx(1-p)
*

L'écart-type de X est: o(X)=,/np(1-p)
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