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Partie 1

I — Ensembles remarquables

1- Ensembles des polynémes de degré inférieur ou égalan:?, ou R,[X]

Définition
Soit n€N .
L'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a nest:
P, = R, [X] = {PeF(R,R)/ P(x) = apx™ + ap_1x" 1 + -+ a;x + ag ou (a,, ap_q, ..., a1, ag) eR™1}
On définit I'addition et la multiplication dans P, par :
P+ x)=P(x)+Q(x
(P xQ)(x) = P(x) x Q(x)

2 — Ensembles des fonctions numeériques définies sur un intervallede R : F(/,R)

Définition
Soit I un intervalle de R.
L'ensemble des fonctions numeériques définies sur 'intervalle I est :

FAR) ={f/f:1->Rxw f(x)}
On définit I'addition et la multiplication dans F (I, R) par :
F+9) =7fx)+g9x)

(V. 9e(F @)’ (vxeD): {(f X () = f(x) X g(x)

3 — Ensembles des classes d'équivalence modulon : Z/nZ

Définition
Soit neN*.
L'ensemble des classes d’équivalence modulo nest:
2/ 7 =10,1,2,...,n—1}
On définit I'addition et la multiplication dans Z/nZ par:

(Y@ e(Png)): g:

=xtYy
=xXYy

<N

4 - Ensembles des parties d'un ensemble E : P(E)

Définition
Soit E un ensemble.
L'ensemble de toutes les parties de E est :
P(E)={A/ACE}
xeANB & xeA et xeB
5 x€AUB & xeA ou xeB
V(A,B)e(P(E))", ona : xed © x¢A
XEA—B & xcAd et xé&B
x €EAAB & xeA—B ou xeB —a

5 — Ensemble des matrices carrées d'ordre 2 : M, (R)

Définition
L'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 est :
a c
M,(R) = {(b d) /(ab,c, d)e]R{“}
On définit I'addition et la multiplication dans M, (R) par :

b 9+G 0=G1) &)

4 4,
V(a,b,c,d)eR*, V(x,y,z, t)eR*: a4 c x 7 ax+cy az+ct
(b d) X (y t) ( )

bx+dy bz+dt
2eme BIOF SM - Les structures algébriques 3 https://www.dimamath.com


https://www.dimamath.com/

2eme BIOF SM Chapitre 12 : Structures algébriques S. EL JAAFARI
https://www.dimamath.com

6 — Ensembles des matrices carrées d’'ordre 3 : M3(R)

Définition
L'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 est :

a; a; as
<b1 b2 b3>/(a1; ap, a3,l blr bZI b3r C1,Cy, C3)ER9}
c1 C; C3
On définit I'addition et la multiplication dans M;(R) par :
a1 az a3 x1 xZ X3 al + xl az + xz a3 + X3
<b1 b, b3> + (3’1 Y2 J’3> = <b1 +y1 by+y, bzt Y3>
C1 CZ C3 Zl ZZ Z3 Cl + Zl CZ + ZZ C3 + Z3
<a1 a a3> <x1 X x3> <a1x1 + azy1 +azz; a1x; +ay; +azz; aijxz +azys + a3z3>
X =

M3 (R) =

b1 b2 b3 _')’1 _')’2 _')’3 b1X1 + bzyl + b3Z1 ble + bzyz + b3Z2 b1X3 + b2y3 + b3Z3
C1 Cy C3 Z1 Zp Zz C1X1 + Y1 + C3Zq C1X> + (2% + C3Zy C1X3 + Cr¥3 + C3Z3

7 — Ensemble des transformations du plan : J°

Définition
A On appelle transformation du plan P toute application bijective de P dans P.
A Les ensembles des translations, des homothéties, des rotations sont des parties de 'ensemble de
transformations 7.

L (V(f, 9)eTH(YMeP): (f o g)(M) = f(g(M)).

II — Lois de composition internes

1 - Définition - exemples - notations

Définition

Soit E un ensemble non vide.

On appelle loi de composition interne sur E, toute application f: E X E — E.

Toutefois, en général, au lieu de noter I'image d'un couple (x,y) d’éléments de E par f(x,y) on utilise plus
souvent une notationdutype:x *y ou x Ly ou xTy ou x+y ou xXY.

On note (E,*) un ensemble E muni d'une loi de composition interne x.

Exemples
Lois de composition internes particuliéres :
= L’addition (+) est une loi de composition interne dans
N,Z,D,Q,R,C, P, F(I, R), Z/nZ , M, (R), M5(R).
= Lamultiplication (x) est une loi de composition interne dans
N,Z,D,Q,R,C, P, F(I,R), Z/nZ , M, (R), M5(R)
= L'intersection (N), la réunion (U), la différence symétrique (A) sont des lois de composition internes dans
P(E).
Exercices
1) Soit E = [0,1]. Soit (x,y)€E onpose:x *y = x + y — Xy.
Montrer que * est une loi de composition interne sur E.
2) Soit E = {(x,y)eR?/x? — y? = 1}.
Soient (x,y)eR? et (x',y)eR? onpose (x,y) T (x',y') = (xx' + yy', xy' + yx").
Montrer que T est une loi de composition interne dans E
3)Soit E = |—1,1[.

. 2 i _ x+y
Soient (x, y)eE“,onpose:x Ly = Ty

Montrer que 1 est une loi de composition interne dans E

2 — Stabilité des parties pour une loi de composition interne
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Définition
Soit (E,%) un ensemble muni d'une loi de composition interne %, et soit F une partie de E.
On dit que F est stable par x si et seulement si pour tout X et y deFona:x %y €F.

On dit que * définie une loi de composition interne dans F appelée loi induite par % sur F

Exemples
1) Montrer que A = {(Cll (1)) /a € ]R} est une partie stable de (M, (IR),X)

2) Montrer que F = {Z€C/R,(z) = 0} est une partie stable de (C, +) mais n'est pas une partie stable de (C,X)

1 0 O
3) Montrer que G = {(a 1 0) /(a,b,c) € ]R3} est une partie stable de (M3(R),X)
b ¢ 1

3 — Propriétés des lois de composition internes

3 -1 - Commutativité

Définition
Soit (E,%) un ensemble muni d'une loi de composition interne x.
On dit que la loi % est commutative dans (E,%) si et seulement si pour tout (x, y)€eE Zona:x x Yy=y*Xx

Remarque

La loi % n’est pas commutative dans (E,%) © (3(a,b)eE?: axb # b *xa

Exemples

1) L'addition est commutative dans N, Z, D, Q, R, C, P,, F (I, R), Z/nZ , M, (R), M5(R).

2) La multiplication est commutative dans N, Z, D, Q, R, C, P,, F (I, R), Z/nZ’ mais elle n'est pas commutative
dans M, (R), et M5(R).

3 — 2 - Associativité

Définition
Soit (E,%) un ensemble muni d'une loi de composition interne x.
On dit que la loi x est associative dans (E,%) si et seulement si pour tout (x,y,z)eE3ona:

(x*xy)xz=xx*(y*z)

Remarques

s Laloi % n'est pas associative dans (E,%) & (3(a,b,c)eE3: (a*b) *xc # a* (b *c)

¢ Silaloi x est associative dans (E,x) , alors on peut écrire: (a *b) xc =a*x(bxc) =ax*xb*c
Exemples

1) L'addition est associative dans N, Z, D, Q, R, C, 2, F (I, R), Z/nZ , M, (R), M5(R).
2) La multiplication est associative dans N, Z, D, Q, R, C, ,,, F (I, R), Z/nZ , M, (R), M5(R).
3) La réunion (U) et l'intersection (N) sont associatives respectivement dans (P (E),V) et (P(E),N).

3 — 3 - Elément neutre

Définition
Soit (E,%) un ensemble muni d'une loi de composition interne . Soit e € E.
On dit que e est un élément neutre de (E,%) si et seulement si: (Vx eE ): XxX*xe=ex*xx =X

Exemples
1) 0 est 'élément neutre de (N, +); (Z, +); (Q,+); (R, +); (C,+)
2) 1 est I'élément neutre de (N*,X); (Z,*X%); (Q*,%); (R*,%); (C*,x)

0) est 'élément neutre de (M, (R),X) La matrice nulle O = (0 0) est I'’élément de

3) La matrice (1 0 0

0 1
(M(R), +)

2eme BIOF SM - Les structures algébriques 5 https://www.dimamath.com


https://www.dimamath.com/

2eme BIOF SM Chapitre 12 : Structures algébriques S. EL JAAFARI
https://www.dimamath.com

0 0 O 1 0 O
4) (0 0 0) est 'élément neutre de (M3 (R), +) et (0 1 0) est I'élément neutre de (M3 (R),%).
0 0 O 0 0 1

Soit (E,*) un ensemble muni d'une loi de composition interne x.
Si e est un élément neutre de (E,%), alors il est unique

Remarques
= Silaloi de composition interne % est commutative, alors pour montrer que e est 'élément neutre de (E,%)
il suffit de montrer seulement I'une des égalités: (Vx e E): x xe =x ou (VxeE): e*xx = x.
= Si A est une partie stable de (E,%) et si e est I'élément neutre de (E,x) alors n'est pas nécessairement
'élément neutre de (4,%)
Exemples
1) On munit Z de la relation % définie par : (V(x, y)€eZ?: x xy = x + y + 2).
a) Montrer que % est une loi de composition interne dans Z.
b) Montrer que * est associative et commutative
c) Montrer que % admet un élément neutre que I'on déterminera

2soitE = {M(a,b) = (%, abe) /(a, b)eR?}

a) Montrer que + est une loi de composition interne dans E
b) Montrer que + est associative et commutative
c¢) laloi + admet-elle un élément neutre dans E ?

3 - 4 - Eléments symeétrisables

Définition

Soit (E,%) un ensemble muni d’'une loi de composition interne x, soit e I'élément neutre de (E,x) et soit xeE .
On dit que x est symétrisable ou inversible pour la loi x si et seulement s'il existe x'€E tel que :
xxx'=x'*x=e

L'élément x' de E s’appelle le symétrique ou l'inverse de x pour x .

Remarques
¢ Six'estle symétrique de x pour la loi %, alors x est le symétrique de x’ pour la loi % .
¢ Six estle symétrique de x pour la loi %, on dit que x et x' sont symétriques dans (E,%)
¢ Silaloi % est commutative, pour montrer que x et x’ sont symétriques dans (E,%) on peut se contenter a
montrerque x *x' = e ou x' xx = e.
Exemples
1) Dans (Z, +); (Q,+); (R, +); (C, +), Chaque élément x admet un symétrique x’ qui est son opposé : x' = —x .
2) Dans (Q*,%); (R*x); (C*,X), Chaque élément x admet un symeétrique x’ qui est son inverse: x’ = x~1 .

3) Dans (M5 (R),X) la matrice (% ?;) est le symétrique de la matrice (_72 1 ) , en revanche la matrice
(2 2) n'a pas de symétrique.
3 3

Soit (E,*) un ensemble muni d'une loi de composition interne associative % qui admet un élément neutre e.
Si x est symétrisable dans (E,%), alors le symétrique de x est unique.

Preuve

Soit X€FE . Supposons que x admet deux symétriques x' et x" doncona:x *xx' = x' *x = e et
xxx"=x"xx=e.

Comme x est associative, alors : x" = x"xe = x" * (x xx") = (x"*x)*x' = e*xx' = x".doux" = x'.

Soit (E,*) un ensemble muni d'une loi de composition interne associative % qui admet un élément neutre e.
Soient x et y deux éléments symétrisables dans (E,%) de symétriques respectifs x'et y', alors x * y est
symétrisable dans (E,x) et son symétrique est (x * y)" = y' * x".
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Preuve
Ona:(x*y)*x(y' *x)=xx(y*xy)*xx' =x*xexx'=x*xx'=e¢
et (' *x)x(xxy)=yx@ *x)xy=y'rexy=y'xy=eDou(x*y) =y *x
Exemples
= Soient f et g deux applications bijectives d'un ensemble dans lui-méme, alors f ¢ g est une application
bijective de E dans E et sa bijection réciproqueest: (f o g) 1 =g 1o f1.
= Soient M et N deux matrices inversibles dans (M35 (RR),X), alors MxN est inversible et sa matrice inverse

est:(MXN)1=N"1xM1.

3 - 5 - Elément absorbant

Définition
Soit (E,%) un ensemble muni d’'une loi de composition interne x,eta € E .
On dit que a est un élément absorbant pour x si et seulement si pourtout x € E ,ona:a*x = x *a = qa.

Exemples
= DansN,Z,D,Q,Ret C,le nombre 0 est un élément absorbant pour la multiplication.
= Dans P(E), 'ensemble E est 'élément absorbant pour I'intersection

= Dans M, (R),la matrice nulle ( ) est I'élément absorbant pour la multiplication.

0 0
0 0

3 - 6 - Eléments réquliers

Définition
Soit (E,*) un ensemble muni d'une loi de composition interne x,et a € E .
On dit que a est un élément régulier pour x si et seulement si pour tout (x,y) € E 2 ,ona:
a*x=a*xy =>x=Y
{x*azy*a >XxX=Yy

Remarque
e Silaloi % est commutative dans E, pour montrer que a est un élément régulier pour x, il suffit de montrer
seulement l'une des deux implications: a*x =a*y =>x=you x*a=y*a =>X =Y.
e Pour dire aussi qu'un élément a est régulier, on dit aussi simplifiable.

III — Morphismes

1 — Définition et exemples

Définition
Soient (E,*) et (F,T) deux ensembles munis de deux lois de composition internes * et T, et soit f une
application de E vers F.
A Ondit que f est un morphisme de (E,*) dans (F,T) si et seulement si
(V(x, y)eE?: f(x xy) = f) T f())
Un morphisme est appelé aussi un homomorphisme
un endomorphisme de (E,*) est un homomorphisme de (E,*) dans lui-méme
Un isomorphisme de (E,*) dans (F,T) est un homomorphisme bijectif de (E,*) dans (F,T)
Un automorphisme de (E,*) est un endomorphisme bijectif de (E,*)

- > > >

Exemples
1) L'application f: x + e* est un homomorphisme de (R, +) dans (R,X)
2) L'application g: x + In (x) est un homomorphisme de (R,X) dans (R, +)

2 — Propriétés des morphismes

Soit f un morphisme de (E,*) dans (F,T).
* f(E) est une partie stable de (F,T) .
* Silaloi * est associative dans E, alors la loi T est associative dans f (E) .
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Silaloi * est commutative dans E, alors la loi T est commutative dans f(E) .
Si e est I'élément neutre de laloi * dansE, alors f (€) est 'élément neutre delaloi T dans f(E) .

Six' est le symétrique de x dans (E,*) , alors f(x') est le symétrique de f(x) dans (f(E),T) .
Si f est bijectif de E dans F, alors: f(E) = F .

* % %

Si f un isomorphisme de (E,*) dans (F,T), alors f transfére toutes les propriétés de la loi * dans (E,*) alaloi
T dans (F,T) . On dit que (E,*) et (F,T) ont la méme structure.

Exemples

1) Soit f un homomorphisme de (E,*) dans (F,T).
a) Soit B une partie stable de (F,T). Montrer que f ~!(B) est une partie stable de (E,*) .
b) Soit A une partie stable de (E,*). Montrer que f (A) est une partie stable de (F,T).

psotr = {2 Ysaerle] 2
1 0 xl—>(1 0)

a) Montrer que f est un isomorphisme de (R, +) dans (F,+).
b) Sachant que 0 est I'élément neutre de (IR, +), Déterminer 'élément neutre de (F, +).

c) Montrer que + est associative et commutative dans F
d) Déterminer le symétrique de la matrice A = (i g) .
IV — Groupes

1 — Définition et exemples

Définition
Soit G un ensemble non vide muni d'une loi de composition * .
Laloi * estassociative
A Ondit que (G ,*) est un groupe si et seulement si {La loi * admet un élément neutre dans G
Tout élément de G admet un symétrique dans G

A Sienpluslaloi * est commutative, le groupe (G ,*) est dit commutatif ou abélien

Exemples

) (Z+); (Q+); (R, +); (C,+) sont des groupes commutatifs.
2) (Q*,%); (R*,x); (C*,%) sont des groupes commutatifs.

3) (M, (R), +) et (M3(R), +) sont des groupes commutatifs.

4) (Z/nZ , +) est un groupe commutatif

2 — Propriétés des groupes

Soit (G ,*) un groupe. Alors :
* G est non vide. G contient au moins son élément neutre
* Son élément neutre e est unique.
* Chaque élément X de G admet un unique symétrique x’
* Six' estle symétrique de X et Yy'estle symétrique de Y, alors le symétrique de x * y est :
(x*xy) =y *x'
* Chaque élément de G est régulier

Soit (G ,*) un groupe d’élément neutre e et soit (a, b) € G? et a’' le symétrique de a dans (G ,*) . alors:
* L'équation a * x = b, d'inconnue X, admet une unique solutiondansG:x = a’ * b
Autrementdit: a *xx =b < x=a'*b
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* L'équation x * a = b, d'inconnue X, admet une unique solutiondansG:x = b * a’
Autrementdit: x *a=b <& x=b xd

Exercice

On définit la relation L dans R par: (V(a,b)eR?, a L b = In (e* + e?).
1) Montrer que (R, 1) est un groupe commutatif.

2) Montrer que tout réel est régulier dans (R, 1) .

3) Résoudre I'équation: x L 3 = —1

3 — Sous-groupes

Définition

Soit (G,*) un groupe et soit H une partie non vide de G.

H est stable pourlaloi *
(H,*) est un groupe

On dit que (H,*) est un sous-groupe de (G,*) si et seulement si : {

Exemples
1) (Z, +) est un sous-groupe de (R, +) .
2) (N, +) n’est pas un sous-groupe de (Z, +) car 1 n'a pas de symétrique dans (N, +).

3) Soit (G,*) un groupe d’élément neutre e, alors {e} est un sous-groupe de (G,*) .

Soit (G,*) un groupe et (H,*) un sous-groupe de (G,*). Alors :

* H#0Q
Si e est I'élément neutre dans (G,*), alors e est aussi I'élément neutre dans (H,*) .
Six € H,le symétrique de X dans(G ,*) est le symétrique de x dans (H,*) .
(V(x,y)eH?): x xyeH.
(V(x,y) e H?): x *y' € H ou y' est le symétrique de y dans (G,*) .

* ot % %

Soit (G,*) un groupe et soit H une partie de G.
H+0

(V(x,y) e HD): x xy' € H (ou y' est le symétrique de y dans (G,*) )

(H,*) est un sous-groupe de (G,*) < {

Remarque
Dorénavant, on peut noter les lois de composition internes par + ou par x.
Pour montrer que (H,*) est un sous-groupe de (G,*) on peut utiliser les natations additive et multiplicative :
H+0
(V(x,y)eH?): x—yeH
H+0
(V(x,y) eH?): x xy leH

¢ Avec la notation additive : {

¢ Avec la notation multiplicative : {

4 — Morphismes de groupes

Soit f un morphisme de (G,*) dans (F,J_).
* Si (G,*) est un groupe, alors (f (G),J_) est un groupe.

* Si f estunisomorphisme et (G*) est un groupe, alors (F , J_) est aussi un groupe.

Remarque
Tout morphisme d'un groupe ( G, *) dans un groupe (F , J_), est appelé un morphisme de groupes
Exercice

On définit sur R, la loi de composition * par: (V(X, y)e Rz), X*Yy=X+Yy—3Xy
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1) a) Vérifier que : (V(X, y) e RZ), (1—3x)(1—3y) =1—3(X * y)
b) Montrer que [R - {%} , *j est un groupe commutatif.

. . @:R—-9=} >R’
2) On consideére 'application 3
X = 1-3x

1 .
Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R—{§},*j dans (R ,x)

V — Anneaux

1 — Distributivité d'une loi par rapport a une autre loi

Définition
Soit E un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes * et T.
On dit que la loi T est distributive par rapport a la loi * si et seulement si:

. [XT(y#2)=(xTy)*(xT2)
(V(xy,2)eE®): {(y*z)Tx=(yTx)*(sz)

Exemples
1) Sur les ensembles N; 7Z; Q; R et C la multiplication x est distributive par rapport a 'addition +

2) Sur M, (R) et M3(R) la multiplication x est distributive par rapport a I'addition +
2) Sur P(E) laréunion U est distributive par rapport a l'intersection N

2 — Structure d’anneaux

Définition
Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes * et T.

A Ondit que (A, *, T) est un anneau si et seulement si :

_{(A ,%) est Un groupe commutatif
‘(Laloi T est associative et distributive par rapport a laloi *
(A ,*,T) est un anneau

Laloi T est commutative
(A ,*) est un anneau

Laloi T afmet un élément neutre

A onditque (A *,T) estun anneau commutatif si et seulement si {

A Ondit que (A, *,T) estun anneau unitaire si et seulement si {

Exemples
D(Z,+,x); (Q,+,X); (R,+,X) et (C,+,X) Sont des anneaux commutatifs unitaires.
2) (M, (R), +,%) et (M3(R),+ ,X) sont deux anneaux unitaires non commutatifs

3) (Z/nZ' + ,x) est un anneau commutatif unitaire (N > 2)

3 — Regles de calculs dans un anneau

Soit (4 ,*,T) un anneau unitaire d'éléments neutres 0, et 1, respectivement dans (4 ,*) et (4,T) . Alors:

Pourtoutx e A:0, T x=xT 04 =04
* Pourtout (x,y) €A% x'Ty=x Ty = (x *y) oux'ety’ sontles symétriques respectifs de
x ety dans (A4 ,*)
* Pourtout (x,y) €A%: x'Ty' =x Ty oux’ety’ sontles symétriques respectifs de
x ety dans (4 ,*)

Notation additive et notation multiplicative dans un anneau :
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= Dans un anneau la premiére loi est notée, habituellement, + ; I'élément neutre de + est noté 0 et le
symeétrique de X est noté (—X).

= Dans un anneau la deuxiéme loi est notée, habituellement, X ;I'élément neutre de X est noté1 etle
symétrique de X est noté X .

Soit (A, + X) un anneau unitaire. Alors :
*x Pourtoutx€eA:0 X x =x X 0 =0 (0estl'élément absorbant de la loi X )
Pourtoutx e A:(—1) X x =x X (—-1) = —x
Pour tout (x,y) € A%: (—x) Xy =x X (—y) = —(x +y)
Pour tout (x,y) € A%2: (—x) X (—y)=x Xy

* ot %

4 - Diviseurs de zéro dans un anneau - Anneau integre

Définition 1

Soit (A,+ X)unanneauetsoitae A —{0,}.

On dit que @ est un diviseur de zéro dans I'anneau (A, + X) si et seulement s'il existe b € A — {04} tel que :
axXxb=04 ou bxa=0,

Exemples

1) Dans l'anneau (2/102 , +,><) ona é * (_) et 5 * 6 et ? X 5 = (_) .Donc é et 5 sont des diviseurs de zéro dans
(Z/ 107> %)

2) Dans l'anneau (M, (R), +,X) , la matrice ((1) (2)) est un diviseur de zéro car (2 g) #* (8 8) etona:
(6 0*( 2)=( o

Définition 2

On dit qu'un anneau (A ,+ X) est intégre si et seulement si : {A, # {04} . B
n’admetaucun diviseur de zéro
Autrement dit : (A,4+ X)estintegre & [(V(a,b)eA?); axb=0, = (a=04 ou b=0,)]
Exemples

)(Z,+,X); (Q,+,X); (R,+,x) et (C,+,X) sont des anneaux intégres
2) Les anneaux (M, (R), +,X) , (M3(R),+ ,X) et (Z/wz , +,><) ne sont pas intégres

Soit (A, + X) un anneau unitaire et soita € A — {0,} .

Si a est inversible dans (4,X), alors a n’est pas un diviseur de zéro dans l'anneau (4, + X).

Remarque
Si tout élément de A — {0, } est inversible dans (4 ,X) , alors 'anneau (A, + X) est intégre

a
b

* Le déterminant de la matrice M = (Z ?) est le nombre réel : det M = |Z Zl| =ac— bd

Soit M = ( ?) une matrice de (M, (R), + ,X) .

* Lamatrice M = (a

b CCZ) est inversible dans (M5 (R), + ,X) si et seulement si detM = 0

* Sila matrice M = (Z d) est inversible alors sa matrice inverse est donnée par :
M-l= L ( c —bg
detM \—( a
Exemple
Soit 4 = (g ;) . Montrer que A est inversible et calculer sa matrice inverse A™1 .
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En effet, A estinversiblecardetd =2 X3 —-5X1=6—-5=1+#0.
-1 _ _1 3 -5 _ 3 -5
EtonaAd™ = detA(—]_ 2 ) - (_1 2 )

VI - Corps

Définition
A Ondit que (K, +,X) est un corps si et seulement si :
K # {0k}
(K, +,X) est un anneau unitaire
(Vx € K — {0g}): x estinversible dans (K ,X)
A Sien plus laloi X est commutative, on dit que (K, +,X) est un corps commutatif.

Exemples

D(Q,+,x); (R,+,x) et (C,+,X) sont des corps commutatifs.

2) (Z,+ ,%), (M,(R),+ ,x) et (M5(R),+ ,X) ne sont pas des corps mais seulement des anneaux unitaires.
3) (Z ,+ ,X) est un anneau commutatif, en revanche (M, (R), +,X) et (M3(R),+ ,X) ne sont pas

commutatifs.

Soit (K, +,X) un ensemble non vide et muni de deux lois de composition internes + et X .
(K, +) est un groupe commutatif
* (K, +,X) estun corps & < (K — {0x},X) est un groupe
Laloi X est distributive par rapport ala loi +
(K, +,X) estun corps

* (K, +,X) est un corps commutatif < { _ _
Laloi X est commutative dans K

Remarque
Laloi X est distributive par rapport a la loi + si et seulement si :
(V(a,b,c)eK3,ax(b+c)=axb+axcet(b+c)Xa=bxa+cXa

Soit (K, +,X) un corps. Alors :
* Tout élément de K — {0} est régulier pour la loi x
Autrement dit :
(VaeK —{0xD(V(x,y)eK?),[axx=aXxy = x=ylet[xXxa=yXa = x =y]
* (K, +,X) est un anneau unitaire et intégre mais la réciproque est fausse
* (WaeK—-{0kD(VxeK):[axx=b ©x=a1xb]let[xxa=b & x=bxal]

Exercice

On définit dans R? deux lois de composition internes + et X par :
(V(a,b)eR?)((V(a',b")eR?): (a,b) + (@' +b") = (a+a’,b+b")) et
(a,b) x (a’,b") = (aa’ — bb',ab’ + a'b)

Montrer que (R?, +,X) est un corps commutatif

VII - Exercices
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Partie 2

I — Lois de composition externes

Définition

Soient K un corps et E un ensemble non vide.
On appelle loi de composition externe de K sur E, toute application de IK X E dans E telle que a tout couple
(4,x) de K X E elle associe A.x dans E.
Autrement dit : On dit que « . » est une loi de composition externe sur de K sur E si, et seulement si V(4, x) €
KXE,Ax€E.

Remarques

¢ SiE =K, alorslaloi«.»estalafois une LCI et une LCE.
¢ Dans la suite de ce chapitreon pose K = R .

Exemples

a ¢
e Dans l'ensemble des matrices carrées d’ordre 2, M, (R) = {( b d) /(a,b,c,d) € ]Ri‘*} on définit une loi

de composition externe par: VA€ R VM = (S gj eM, (R), AM = 7\..(

e Dans l'ensemble R?

VieR V(a,b)eR? L(ab)=(Axa,rxb)

II — Espaces vectoriels réels

1 — Définition — exemples

Définition

Soit E un ensemble non vide muni d'une loi de composition interne "*" et d'une loi de composition externe

a coefficients réels.
On dit que ( E,x*,. ) est un espace vectoriel réel (ouun R — espace vectoriel) si, et seulement si :

A ( E,* ) est un groupe commutatif

A Laloi de composition externe "." vérifie les quatre axiomes suivants :

Notations

%

©
®
©

(¥(
(¥(
(
(

0([3 GRZ)(Vae E) (a+[3).a=a.a+[3.a
v OL B ERZ)(‘V’ae E) ((xxB).a:oc.(B.a)
Yo )(v(a,b) c Ez), o.(a*b)=o.a*ob
VacE),la=a

» Dans la suite la loi de composition interne est notée « + »

L'espace vectoriel réel ( E,+,. ) est noté E lorsqu'il n'y a pas d’ambiguité.

>
» L’élément neutre du groupe ( E ,+) est noté OE
>

a c
b d

-

Axa AXxC
Axb Axd

= {(X, y) IxeRetye R} on définit une loi de composition externe par :

Les éléments de I'espace vectoriel réel ( E,+,. ) sont appelés des vecteurs et les éléments de R sont

appelés des scalaires.

Exemples

(R; +,.), (C+,.), M,(R); +,.), (M3(R); +,.), (R%; +,.), (R3; +,.) sont des espaces vectoriels réels.

2 — Regles de calcul dans un espace vectoriel réel

Propriétés
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Soit (E; +,.) Un espace vectoriel réel et 0. 1'élément neutre de + dans E.
+ VaekE, 0a=0;
+ VAeR,A0. =0,
+ VaeR, VxeE:ax=0 & a=00ux=0;
+ VaeE, (-1)a=-a.
%+ VoeR,VaeE, (-a)a=—aa=o.(-a).
+ VoeR,V(ab)eE? a.(a-b)=aa-ab.
%+ V(a,p)eR? vacE, (a-p)a=coa-pa.

Exemples

1 -1
1) On pose A_(5 _3].

a) Montrer que A’ +2A+21,=0,
b) Résoudre dans R 1'équation : (2X—1)(A+ 3|2)(A— |2) = —(4+ X) I,

111
2)Onpose B=|1 0 0.
1 00

Calculer B® et B? et en déduire que B> =B* +2B

III — Sous-espaces vectoriels

1 — Définition — Exemples

Définition

Soit ( E,+,.) un espace vectoriel réel et H une partie non vide de E .

On dit que H est un sous-espace vectoriel de ( E,+,. ) si, et seulement si :
H est stable pour la loi +

H est stable pour la loi externe .
(H;+,.)est un espace vectoriel réel

Exemple

1) R et iR sont deux sous-espaces vectoriels réels de ((C; +, )

2) F= {(X, y) eR*/xy= O} n'est pas un sous-espace vectoriel de (JRZ ,+, ) car F n'est pas stable pour +.

2 — Propriétés

Propriété caracteéristique d'un sous-espace vectoriel
Soit ( E,+,.) un espace vectoriel réel et H une partie de E .

H#O
H est un sous-espace vectoriel de ( E,+,. ) = {

V(a,B)eRZ, V(a,b)e H?: aa+pBbeH

Remarques
= Pour montrer que H # J, il suffit de montrer que 0, € H

= Sj OE ¢ H , alors H n'est pas un sous-espace vectoriel de ( E,+,. )
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=  Pour montrer que ( H,+, ) est un espace vectoriel réel, il suffit de montrer que H est un sous-espace

vectoriel de ( E,+,. ) . En particulier si ( E,+,. ) est I'un des espaces vectoriels suivants :

(R?,+,.); (R®+,.); (M, (R),+,.); (M (R),+,.); (R, [X],+.)s (F(LR),+,.); ...
Exemples

1) Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de (R3, =+, ) :

Ez{(x,y,z)eR3/x+2y—z=O}; F={(x-y,2x-y,-3x+2y)/xeRet ye R}

2) On considére I'ensemble V = {l\/l (a,b) = (4ab gj/ (a,b) € Rz} :

Montrer que (V +, ) est un espace vectoriel réel.

a 3 2b
3) On considére I'ensemble V '= 1 M (a, b) =|0 a b |/(ab)eR?
0 0 a

Montrer que (V "+ ) est un espace vectoriel réel.

IV -Familles libres — Familles génératrices - Bases

1 — Combinaisons linéaires
Définition

Soit (E,+,.) un espace vectoriel réel et X, X,,..., X, des vecteurs de E et oy, 0y,..., 0, desréels.

n
Le vecteur V = Zock X =0 X + A, X, +...+ 0 X est appelé une combinaison linéaire des vecteurs
k=1
X, X5,..., X, de coefficients o, 0,,..., 0

n

Exemples
e Si U estun vecteur, alors les combinaisons linéaires de U sont les vecteurs o.U ouaelR.

e SiU etV sontdeux vecteurs, alors les combinaisons linéaires de la famille a deux vecteurs (U, \7) sont les
vecteurs a.U + .V ou (OL,B) eR?.
e Sili,V et W sont trois vecteurs, alors les combinaisons linéaires de la famille a trois vecteurs (G, Vv, W)

sont les vecteurs oLt +B.V +yW ol (a,B,y) € R®

e Lamatrice ( a 2a—bj = (a 2a j+( 0 _bj = a(l 2 j+b(0 - j est une combinaison
2b 2a 0 -2a 2b 0 0 -2 2 0
linéaire des deux matrices (1 2 j et (O _1j
0 -2 2 0
2 — Familles libres — Familles liées
Définitions
Soit E un espace vectoriel réel et (X1’ Xy ey X, ) une famille de vecteurs de E .
A On dit que la famille (Xl, Xy, X, ) est une famille libre de E si, et seulement si :

V(a0 0, ) € R, anock.xk =0, =2 o, =0,=...=a,=0

k=1
On dit aussi que les vecteurs X, X,,..., X, sont linéairement indépendants.
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A On dit que la famille (Xu Xyyey X, ) est une famille liée de E si elle n'est pas libre

Autrement dit : la famille (Xl, Xoyey X, ) est une famille liée de E si, et seulement si :

n
11 existe ((xl, Olyyuey (xn) € R" non tous nuls tels que Zock.xk =0..
k=1
On dit aussi que les vecteurs X, X,,..., X, sont linéairement dépendants.

Exemples

1) On pose A= ((])' 8) et B= (g_) 8) forment une famille libre de M, (R) :

o 2 _ 10 0 0) (0 0
En effet : Soit (8,h) € R* tels que a.A+b.B_02:>a.(o Oj+b.(l oj_(o Oj

=[5 o)s 005 o
=5 o0 o

a=0
:>{b 0 =a=b=0

Donc la famille (A, B) est libre.
2) Dans R®, on considere les vecteurs U = (0,2,—3) et V =(1,4,0). Montrer que la famille (U, V) est libre.
En effet : Soit (@,b) € R tels que a.li+bv =(0,0,0) = a.(0,2,-3)+b.(1,4,0)=(0,0,0)

= (0,2a,-3a)+(b,4b,0) = (0,0,0)

= (b,2a+4b,~3a)=(0,0,0)

b=0
= <2a+4b=0 = a=b=0
-3a=0
Donc la famille (U,V) est libre.

Proposition
Soit E un espace vectoriel réel et A et B deux familles de vecteurs de E.
* Si A= {a} avec a # 0E ,alors A est une famille libre de E.

* Les éléments d'une famille libre sont distincts deux a deux.

{gis;\une famillelibre e E = B estunefamillelibre de E.

B est une famillelice de E = A estunefamilleliée de E
BcA

* Une famille B est liée un de ses vecteurs peut s'écrire comme une combinaison linéaire des autres
vecteurs.

Remarque

Pour montrer qu'une famille (X1’ Xy X, ) est libre ou liée, on procede comme suit :

n
& On considére ((xl, Oy, (xn) e R"tels que Zock.xk =0, :
k=1
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% Sion arrive & montrer que o, =, =...= 0., = 0, alors la famille (Xu Xy X, ) est libre.
% Sionarrive atrouver o, #00U Kk € {1, 2,..., n} , alors la famille (Xl, ) S Xn)est liée.
3) Familles génératrices
Définition
Soit E un espace vectoriel réel et (Xl, Xy yees X, ) une famille de vecteurs de E .

A On dit que la famille (X1’ X5 yeeny X )est une famille génératrice de E si, et seulement si :

(vxe E)(El(ocl,ocz,. .0 ER”) Z(xk

On dit aussi que la famille ( s Xgyenny Xn) engendre l'espace vectoriel E

Exemples
1) Dans 'espace vectoriel R? on considére les vecteurs € = (1, 0) et e, = (0,1). Montrer que la famille (él, éz)
engendre R?.
En effet, Soit (8,b) € R*.ona: (a,b)=(a,0)+(0,b)=a.(1,0)+b.(0,1) = a& +bE,
Donc (él, €, ) est une famille génératrice de R?.
2) On pose F :{(x, y,z)eR*/2x-y+z =0}

a) Montrer que F est un sous espace vectoriel de (R3, =+, ) )

b) Montrer que F est engendré par les vecteurs (l, 2, O) et (0,1, l)

4) Base d'un espace vectoriel réel
Définition
Soit E un espace vectoriel réel et B = (Xl, Xoyey X, ) une famille de vecteurs de E .

% Ondit que la famille B = (Xl, Xoyey X, ) est une base de E si, et seulement si B est une famille libre et

génératrice de E
% Autrement dit: B = (Xl, Xy X )est une basede E <

(VXEE)( (o, 0y, .es 0t ER”) ZOLk X,

% On dit aussi que la famille (Xl, Xy ey Xn) engendre l'espace vectoriel E
#% Les nombres réels (Otl, Oy, O, ) s’appellent les composantes ou les coordonnées du vecteur X dans
la base B. On note X(al, Olyyeny O )(B) ou seulement X(Otl, Olyyenny Ocn) s'il n'y a pas d'ambiguité.
Exemples
= Dans l'espace vectoriel réel R? , les vecteurs €, = (1, 0) et e, = (0,1) forment une base appelée base

canonique de R?.
= Dans l'espace vectoriel réel R?, les vecteurs e = (1,0,0) , €, = (0,1,0) ete, = (0, 0,1) forment une base

de R? appelée base canonique de R?.
= Dans l'espace vectoriel réel de matrices carrées d’'ordre 2 .7\/12 (R), les matrices

A :((])- 8)’ A, :(2 8)’ A = (8 éj et A = (8 g_)j forment une base de %(R) appelée base
canonique de M, (RR).
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= Dans l'espace vectoriel réel des nombres complexes ((C, =+, ) les nombres complexes 7, = let Z, = i

forment une base de C appelée base canonique de C .
Remarque

Soit E un espace vectoriel réel et B = (Xl, Xoyeeny Xn) une base deE.

Si X et y sont deux vecteurs de E tels que Xz(al,ocz,...,ocn)(B) et yz(Bl,Bz,...,Bn) et L€ R,alors:

(8)

X+Yy=(o,+Ba,+B,.. 0, +Bn)(3) et L.X = (Kal,Xocz,...,?»ocn)(B)

5) Dimension d'un espace vectoriel réel
Théoreme et Définition

Soit E un espace vectoriel réel et B = (Xl, Xy ey X, ) une base de E, alors toutes les bases de E ont le méme

nombre d'éléments n. Ce nombre n s'appelle la dimension de E et se note dim E.

Exemples
1) On a vu que les vecteurs €, = (l, 0) ete, = (0,1) forment une base R?. Alors dimR? =2.

2) On a vu que les vecteurs €, = (1,0,0) , 8, = (0,1,0) ete, = (0,0,1) forment une base de R® . Alors
dimR3=3.

3) On a vu que les matrices A =((].j 8), A, =(2 8), A, =(8 g')j et A, =(8 2) forment une base de
M(R).Alors dimlez(R) =4,

4) On a vu que les nombres complexes Z, =1 et z, =i forment une base de C. Alors dimC =2.

Proposition 1
Soit E un espace vectoriel réel tel que dIME =2 et B= (Xl, Xz) une basede E.

Soient U = (a, b) () etv= (a', b ') (8) deux vecteurs de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

N B'=(U,V) est une base de E .
S B'=(U,V) est génératrice de E .
S B'=(U,V) est libre dans E .

a a'

o Det(uv)=| .

#0.

Exemple

Montrer que les vecteurs U (2, 3) etv (—1, 4) forment une base de l'espace vectoriel réel R .

Posons B = (U, \7) qui est une famille de vecteurs de R” constituée de 2 éléments et dimR? = 2, il suffit de

montrer que det(U,\?) 0.

2 -1

En effetona: det(U,V)z‘B 4 ‘ = 2><4—3><(—1)=11 donc det(U,\?) # 0 Cqfd.

Proposition 2
Soit E un espace vectoriel réel tel que dIME =3 et B = (Xi, X, , X3) une basede E.
;. v=(a'b'c’), etw=(a"b"c")
suivantes sont équivalentes :

¢, B'= (U,V,W) est une base de E .

Soient U = (a, b, C)(B ®) (8) trois vecteurs de E. Alors les assertions
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v B'= (U,V,W) est une famille génératrice de E .
v B'= (u,v,w) est une famille libre dans E .
a al all
% Det(u,v,w)=|b b" b"=0.
C C' Cl'
Remarques
. XX — xy'— yX'
y vy
+la a' a"
, " bl bll al L] al all
L4 _b b b :ax 1 ll_bx 1 |I+CX 1 n
v c' ¢ c' c b' b
+|C C C

e Lorsque dim E = 3 pour montrer qu'une famille constituée de 3 vecteurs de E est une base de E, il suffit de

montrer qu'elle est libre en plus si on connait ses composantes dans une autre base il suffit de montrer que
le déterminant de ses vecteurs est non nul.

Exemple
Montrer que les vecteurs U (l, -1, 2), Y] (3, 0, —1) et W(O, 2, 3) forment une base de l'espace vectoriel réel R®.

Posons B = (U,V, W) qui est une famille de vecteurs de R*a trois éléments et dim R® = 3, il suffit de montrer

que det(B) #0.

En effet,on a det(B): —11 g g :1><‘_01 g‘—(—l)x‘_gl g‘+2x‘8 (2)‘
2 -1 3
=1(0+2)+(9-0)+2(6-0)=2+9+12=23
Donc det ( B) # 0. D'ot B est une base de R*.
IV — Exercices
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