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Exercice 1

On considere dans l'ensemble des matrices carrées
d’ordre 2, M, (R) ,’ensemble

a b
M, = /(a,b) e R?!.
v { (@) (—Zb a+2bj (ab)e }

1) Montrer que £ est une partie stable dans
(9\/[2 (R) . x).

2) Montrer que (E, +) est un groupe commutatif.

3) On considere I'application f de C vers E telle que:

V(a,b)eR?, f(M,)=a+b+ib.

a) Montrer que f est un isomorphisme de ((C,x)

dans (f,x).
b) En déduire la structure de (E*, x) ou

E :E_{M(om}

Exercice 2

On pose E = {(a,b) cR?/a= 0} .On définit sur £ la

relation T par :

b) Montrer qu'il existe un isomorphisme du groupe

(R*,x) vers (H,*).

v(a,b) S RZ,V(a',b') e R*: (a,b)T(a',b') = (aa', alm')i-SI)it ¢ l'application définiepar: ¢: £ — R.

1) Vérifier que T est une loi de composition interne sur
E.

2) Montrer que (E, T) est un groupe. Est-il abélien ?
3)soiti={(a,0)/aeR"}.

a) Montrer que (H,*) est un sous-groupe de (f, *) .

(a,b)—a
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (f, *)
vers (R*,x).
b) Déterminer F =¢ ({1})
c) Montrer que (f, *) est un sous-groupe de (f, *) .
d) Montrer que (f, *) est isomorphe a (R, +).

Exercice 3

On considére dans M, (R) , 'ensemble

a b2
&= M(a,b) =
bv2 a

1) Montrer que (f, X ) est un groupe abélien.

3 22
2) On pose A=

22 3

1 0
avec A’ = }
0 1

a) Montrer que G c E .

}/(a,b)eﬂ%2 et a® —2b? 1}

et G={A"/neN|

b) Soit H I'ensemble des matrices inverses
des matrices de (G,x).

BTl
Montrer que H = {7 € N}

3 —zx/i)_
-2v2 3

c) Montrer que H UG est un sous-groupe de (f : ><)

01‘1B=(

Exercice 4

Soit (g,*) un groupe et (H,*) et (I, *) deux sous-
groupes de (g,*)

1) Montrer que [Hl N K est un sous-groupe de (g,*)

2) Montrer que [H U K est un sous-groupe de (g, * )

si, et seulement si H € K ou K C H.
3) Montrer que

HUK=G & H=Gou K=gG.

Exercice 5

Soit (g, *) un groupe ayant e pour élément neutre.
1) Soit a € G tel que a # e et
A={xeG/xxa=a%*x}.

Montrer que (A, *) est un sous-groupe de (g, *) .

2) On considére I'ensemble

Z(G)={aeG/VxeG, xxa=a*x}.
Montrer que (Z(g),*) est un sous-groupe de (g,*)

Z (g ) est appelé le centre du groupe (g, *) .
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Exercice 6

a

On considére 'ensemble H = {( 3

R?}.

1) Montrer que (H], +) est un groupe abélien.

b
, J)/(@b)e

2) Montrer que (H*,X) est un groupe abélien.
(Remarquer que H* = H — {0,} .

3)Onpose ] = (_03 (1)) .
a) Vérifierque /] € H .
b) Calculer /™ pour tout n € N*.

Exercice 7

On munit 'ensemble R de la loi de composition interne
* définie par: V(X, y) € R?, X*y =X+ y—3xy.
1) a) Vérifier que

V(x,y) e R?, (1-3x)(1-3y) =1-3(x*y).

1
b) Montrer que (R - {5} , *j est un groupe

commutatif.

1 )
2) Montrer que l'application @ : R — {g} —-> R

X B o(x)=1-3x

est un isomorphisme de (R - {%} : *j sur (R* , x)

Exercice 8

Soit (G , x) un groupe multiplicatif admettant 1 pour

élément neutre. On considére l'application :

G > G
X > x L
1) Montrer que F est un homomorphisme de (G , x) vers
(G , x) si, et seulement sila loi X est commutative
dans G

2) On suppose que VX € G, x* =1

(Rappelons que X% = XX X ).

Montrer que (G , x) est commutatif.

3) On pose G = {1, a,a‘l,b} avec a® #1.
a) Montrer que b* =1.

b) Donner la table du groupe (G , ><) .

c) Est-ce que (G , x) est commutatif ?

d) Montrer que tout formé de 4 éléments est commutatif.

Exercice 9

On munit 'ensemble | = ]O,+oo[ de la loide
composition interne | définie par :

v(a,b)elxl,a L b=eh@n®

1) Montrer que la loi | est commutative et associative
dans I

2) Montrer que la loi 1 admet un élément neutre e que
I'on déterminera.

3) a) Montrer que ( | — {l} ,J_) est un groupe
commutatif.

b) Montrer que ]1, —|—oo[ est un sous-groupe de

(1-{1},1).
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