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I — Vecteurs de I'espace — Rappels

1 — Définition

Définition
Comme dans le plan, un vecteur AB est défini dans I'espace par :
%+ Sadirection : La droite (AB)

%+ Son sens : Orienté de A vers B
%+ Son module : La distance entre A et B

SMAIL EL JAAFARI

Proposition (Egalité de deux vecteurs)
Si A, B, C et D sont trois points non alignés de l'espace, alors :

AB=DC < ABCDestun parallélogramme

D

ABCD parallélogramme

Remarques
e Deux vecteurs U et V sont égaux s'ils ont la méme direction, le méme sens et le

meéme module.

e AA=0
e Ladistance entre les points A et B est notée : AB = HABH

e Imilieude [AB] < AB = 2Al

2 — Calcul vectoriel dans I'espace
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Définition
La somme de deux vecteurs et le produit d'un vecteur par un nombre réel sont définis dans
I'espace de la méme maniére que dans le plan eton a:

A ﬁ = —ﬁ pour A et B deux points de 'espace
A SiV=K.U,alors les vecteurs V et U ont la méme direction
4 Si V=K.U tel que:
% Kk >0, alors les vecteurs V et U ont la méme direction et le méme sens

eome

7
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% Kk <0, alors les vecteurs V et U ont la méme direction et des sens opposés
Si V. =Kk.U, alors ||\7|| = |k|><||U||

>

>

||U + \7” < ||U|| + ||\7|| (L'inégalité triangulaire)

Proposition 1 (Relation de Chasles)

Si A, B et C sont trois points de I'espace, alors : Rf = KB + ﬁf )
Cette propriété s’appelle la relation de Chasles
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AB

—

AC

SMAIL EL JAAFARI

Proposition 2 (Régle du parallélogramme)
Si A, B, C et D sont quatre points de 1'espace, alors :

ABCD est un parallélogramme <> AC = AB+AD

Propriétes
Soient U et V deux vecteurs de I'espace et o €t 3 deux réels. Alors :

* (o+B).0=o+pu

* o (U+V)=ouli+aV

« (pE)=p(ag)=(axp)d
* lu=Uu

* a.u’:ﬁ@[a:muuzé]

3 — Vecteurs colinéaires

Définition

Deux vecteurs U et V de 'espace sont dits colinéaires si, et seulement s'ils sont
proportionnels entre eux.

Autrement dit : U et V colinéaires <> (37\, € R) V=AU

Remarque

e Levecteur nul O est colinéaire avec tous les vecteurs de I'espace.
e Deux vecteurs de I'espace sont colinéaires si et seulement s'ils ont la méme direction.
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Définition
Soient A et B deux points distincts de I'espace.

7

A Tout vecteur non nul U de I'espace colinéaire avec le vecteur AB est dit un vecteur
directeur de la droite (AB) .

A L'ensemble des points M de l'espace tels que AM = a.li 0U o € R est la droite qui

Chapitre 11 : G

passe par le point A et de vecteur directeur U notée D ( A, U) )

D(AU)={M eE/AM =k, k R}

Proposition
* Trois points de 'espace A, B et C sont alignés si, et seulement si les vecteurs

ﬁ et E sont colinéaires.

* Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si, et seulement si les vecteurs

NB. et @ sont colinéaires.
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4 - Vecteurs coplanaires

Définition
A Quatre points A, B, C et D de I'espace sont coplanaires s'ils appartiennent a un méme
plan.
A Trois vecteurs U, V et W de l'espace sont coplanaires si, et seulement s'il existe un

couple de réels (OL, B) tel que W= o.U + BV

Remarques
e Deux points sont coplanaires
e Trois points quelconques sont coplanaires

e Deux vecteurs sont coplanaires

Proposition
Soient A, B, C et D quatre points distincts de I'espace.
Les points A, B, C et D sont coplanaires si, et seulement si les vecteurs

u= Aﬁ, vV =AC et W= AD sont coplanaires.

Exemples ;

ABCDEFGH est un cube.
= Lespoints A, D, H et E sont
Coplanaires car ils appartiennent
au plan (ADHE)
* Les points A, B, D et H ne sont pas
Coplanaires car H n'appartient
Pas au plan (ABD)

* Lesvecteurs U= AB, V=AE et W= AD ne sont pas coplanaires

= Lesvecteurs U= AE, V=AC et W= AG sont coplanaires.

Définition
A Chaque plan de I'espace est déterminé par la donnée d'un point et deux vecteurs non
colinéaires U et V appelés les vecteurs directeurs den ce plan.

A Si U etV sontdeux vecteurs non colinéaires et A un point donné de 'espace,
'ensemble (P) des points M de I'espace tels que AM = X.U + Y.V avec (X, y) e R?
est le plan passant par le point A et dirigé par les vecteurs U et V.

(P)= P(A;U,V)z{M e /AM = x0 +y.J et (x, y)eRZ}

Chapitre 11 : Géométrie dans I'espace 4 https:// www.dimamath.com
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Exemple
Dans l'espace, on considére les points A, B, C, D et M vérifiant la relation

2MA +4MB —5MC — MD = 0. Montrer que les points A, B, C et D sont coplanaires.
En effet, en appliquant la relation de Chasles on :

2MA + 4MB —-5MC —~MD =0 < 2M_A’+4(W+ﬁ)—5(M_A’+E)—(M_A’+ﬁ)=6

< 2MA+4MA-5MA—MA +4AB —5AC — AD =0
< 4AB-5AC—-AD =0
< AD =4AB-5AC

Alors le vecteur AD s'écrit comme combinaison linéaire des vecteurs AB et AC , par

conséquent les vecteurs AD, Né et A—Cf sont coplanaires d’ou les points A, B,C et D sont

coplanaires.

5 — Parallélisme des droites et des plans dans 'espace

5 — 1 — Parallélisme des droites dans 'espace

Définition
Soient (D) = D(A, LT) et (A) = D(B,V) deux droites de I'espace.

Les droites (D) et (A) sont paralléles si, et seulement si les vecteurs U et V sont
colinéaires

Autrement dit : (D) // (A) & (Eloc € R) V=o.U

D(A, i) °

5 — 2 — Parallélisme d'une droite et d'un plan de I'espace

Définition
Soient (D) =D ( A, W) une droite et (P) =P ( B, U, \7) un plan de I'espace.
La droite ( D) est paralléle au plan (P) si, et seulement si les trois vecteurs U, V et W sont

coplanaires.
Autrement dit : (D) I (P) = EI(OL,B) eR?:W=o.l+pV

Chapitre 11 : Géométrie dans I'espace 5 https:// www.dimamath.com
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5 — 3 — Parallélisme de deux plans dans 'espace

Définition
Soient (P) = P(A, U,\7) et (Q) = P(B, LT',\7') deux plans de I'espace.
Les plans (P) et (Q sont paralléles si, et seulement si les quatre vecteurs U, V, U' et V'

sont coplanaires.
Autrement dit ;

(P)II(Q) < 3(x,y)eR*:u'=xt+yvet I(x,y)eR*:V'=x"lU+y'V

(P)/(Q)

II — Produit scalaire dans I'espace

1 — Produit scalaire de deux vecteurs de 1'espace

Théoréme et définition
Soient U et V deux vecteurs de 'espace et A, B et C trois points de I'espace tels que :

u= /?3 etv= R . Il existe un plan (P) de 'espace contenant les points A, B et C.

Le produit scalaire dans I'espace des vecteurs U et V noté U.V est le produit scalaire dans le

plan (P) AB.AC

Remarque

Cette définition est indépendante des représentants des vecteurs U et V, donc du plan choisi.

Définitions
Soient A, B et C trois points de I'espace tels que H est le projeté orthogonal de C sur la droite
(AB).

x A—B‘.A—c‘:AsxAcxcos(/ﬁ,m)

4 AB.AC=ABxAH si H e[AB)
4 AB.AC=-ABxAH si H €[AB)
4+ AB.AC=0siH=A,

AC Ac

c
[
1
[
1
[
1
1
1
m . .
H A E ° =0 B

m
A AB.AC

AB.AC = —AB x AH _

AB.AC = AB x AH AB.
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Conséquences
e Sil et V sont deux vecteurs de l'espace.
0.V = ] x[v]}x cos(a,v)
e Si U et V sont deux vecteurs colinéaires de méme sens de l'espace, alors :
(i.7) =0[2n] et 0. = ] x|
e Si U et V sont deux vecteurs colinéaires de sens opposés, alors :
(G.9)=x[2n] et 0.V =—]|d]x|v]

e Leproduit scalaire U.V selit« U scalaire V »

—

U

)))))1))7)))))))))))));

UZ
* (U-V)(U+V)=U0°-V

2 — Vecteurs orthogonaux

Définition
On dit que deux vecteurs de 'espace U et V sont orthogonaux si, et seulement si U.V=0.
Onnote U LV .

Exemples

3 — Norme d'un vecteur

Définition
Soient U un vecteur de I'espace et A et B deux points de I'espace tels que U = AB.
On appelle la norme du vecteur U la distance AB.Etona:

& o) =+ = Jud

& 6=l =u.

<

+ AB’ =AB?=AB.AB

Chapitre 11 : Géométrie dans I'espace 7 https:// www.dimamath.com
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Exemples

Propriétés

Soient U et V trois vecteurs de I'espace et ot € R . Alorsona:
* [i|]=0<0=0
« Jou]=Jaxa]

SMAIL EL JAAFARI

x V= OMIHWH%W iT)

* 0V=§WU+WF%WW—WW)

||U + \7” < ||U|| + ||\7|| (inégalité triangulaire)

0] < < V]

——— 1
* SiA, B et Csont trois points de 'espace, alors : AB.AC = E(AB2 +AC? - BCZ)

4 — Repérage dans l'espace

4 -1 — Base et repere dans l'espace

Définition

Soient i , I et k trois vecteurs de I'espace.

A Ondit que la famille ( j k) est une base de l'espace si, et seulement si les vecteurs

1, I et K sont non coplanaires.

A Ondit que ( T ] ) est une base orthonormale de I'espace si, et seulement si :

o
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=

7

eome

Définition

7

Soient T, ] et k trois vecteurs de l'espace et O un point de I'espace.

A On dit que ( T I IZ) est un repeére de I'espace si, et seulement si la famille

(ﬁ ] k) est une base de I'espace

-

A On dit que (O ; T, j  k ) est un repere orthonormé de 'espace si, et seulement si :

Chapitre 11: G

(T ., E)est une base de I’espace
i.j=0,ik=0,j.k=0

F1=13l=IK]=

4 - 2 — Coordonnées dans l'espace

Théoreme et définition

L'espace est rapporté a un repére orthonormé (O; T, j?, k ) .

2eme BIOF PC&SVT
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* Pour tout vecteur U de l'espace, il existe un unique triplet (X, Y, Z) e R3tel que
G=xi+y.j+zk.
Le triplet (X, Y, Z) est appelé les coordonnées du vecteur U dans la base ( j k)
ou: x = l'abscisse ; y = l'ordonnée et z = la cote du vecteur U qu'on note
u(xy,z)

* Pour chaque point M de l'espace, il existe un unique triplet (X, Y, Z) e R3tel que

SMAIL EL JAAFARI

OM=xi+y.j+zk

Le triplet (X Y, Z) est appelé les coordonnées du point M dans le repéere
(O o,

i k).ou: x = l'abscisse ; y = l'ordonnée et z = la cote du point M qu'on
note M (X, y,z) )

M (x,Y,2)

Proposition 1
L'espace est muni d'une base (f ] E) et LT(X, Y, Z) et \7(X', y',z ') deux vecteurs de

)
&)
®©
o
0
()
2}
c
©
©
)
=
)

I'espace. Alors::
* U+V(X+X,y+y,z+17")

éomé

7

* VaeR, oli(ax,oyaz)
* V(o,B)eR?, ali+BV(ax+px ay+By az+pz’)

Proposition et définition
L'espace est rapporté a un repére orthonormeé (O T ] |Z) Soit U (X y,Z ) (X y',z )

Chapitre 11: G

W( x"y"z ") trois vecteurs de 'espace.

* On appelle le déterminant des vecteurs U, V, W le nombre réel :

X x' X v N X
Det(u,v,wW)=ly y' y"= ;’ z,,—yx L | 2X y"
z 7' 1"

* Les trois vecteurs U, V, W sont coplanaires si, et seulement si Det (U, Vv, W) =0

Exemples
» Calculer le déterminant des vecteurs U(Z, -1, 0) 'V (3,1, 1); W(O, -2, 2)
» Lesvecteurs U (2, -1, 0); v (3,1, 1); W(O, -2, 2) sont-ils coplanaires ?

2eme BIOF PC&SVT
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Proposition

L'espace est rapporté a un repére orthonormé (O ; T, 17, IZ) .
Soit ( D) la droite passant par le point A( Xns YarZ A) et de vecteur directeur non nul

U(a, b, C) . Alors la droite ( D) admet une représentation paramétrique de la forme :

X=X, +at
y=y,+bt (teR)
z=12,+cCt

SMAIL EL JAAFARI

Exemples

1) Déterminer une représentation parameétrique de la droite (A) passant par le point
A(—l, 2, 0) et de vecteur directeur U(Z, -3, 5) .

Solution
X=-1+2t

La droite (A) a pour représentation paramétrique < y =2 —3t (t € R)
Z =+5t

2) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB) , du segment [AB] puis de la
demi-droite [AB) sachant que A(l,l, —1) et B(0,3, 2).
Solution

Dans tous les cas AB (—1, 2, 3) est un vecteur directeur de la droite (AB) ,du segment [AB] et

de la demi-droite [AB) et passent tous par le point A. Alors :

x=1-t Xx=1-t x=1-t
(AB):qy=1+2t (teR) ;[AB]:qy=1+2t (te[0,1]);[AB)y=1+2t (te[0,+x0[)
z=-1+3t z=-1+3t z=-1+3t

4 - 4 — Représentation paramétrique d'un plan dans 'espace

Proposition
Soit ( P) un plan de I'espace passant par le point A( Xar YarZ A) et dirigé par les vecteurs

(¢b)
o
@®
Q
(%)
(¢b)
(72)
c
@
©
(¢b)
=
-

7

non colinéaires U ( a, b, C) etv (a 'b',c ') . Alors le plan ( P) admet une représentation

eome

X=X, +at+a'k
paramétrique de la forme : (P)Z y = yA+bt+b'k((t,k)eR2)
z=z,+ct+c'k

7

Exemples

1) Déterminer une représentation paramétrique du plan ( P)passant par le point A(—Z,l, 3) et

dirigé par les vecteurs U(Z, -1, 1) et \7(3, 4, 5) .

Chapitre 11 : G

Solution

X=-2+2t+3k

Le plan ( P) a pour représentation paramétrique ( P) qy=1-t+4k ((t, k) e R? )
z=3+t+5k

2) On consideére les points A(l, 1 2); B (—1, 0,3) et C (3, 2, —1) .

a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés

b) Déterminer une représentation du plan (ABC)

Solutions

2eme BIOF PC&SVT
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a)Ona AB (—2, -1, 1) E(Z,l, —3) puisque % # % alors les coordonnées des vecteurs

Né et A—Cf ne sont pas proportionnelles d'ou les vecteurs Né et A—Cf ne sont pas colinéaires
par suite les points A, B et C ne sont pas alignés donc ils forment un plan noté (ABC)

b) Le plan ( ABC ) passe par le point A(l, 1, 2) et est dirigé par les vecteurs

AB (—2, -1, l) AC ( 2,1, —3) par conséquent une représentation paramétrique du plan ( ABC )

Xx=1-2t+2k
est: (ABC); 1y =1-t+k ((t.k)eR?)
z=2+t-3k

5 — Expression analytique du produit scalaire dans l'espace

SMAIL EL JAAFARI

Proposition 1
L'espace est rapporté a un repére orthonormé (O o ] |Z) Soit U(X, Y, Z) et \7(X', y',z ')

deux vecteurs de l'espace.
* Le produit scalaire des vecteurs U €t V est: U.V =XX'+Yyy'+22'

* Lanorme du vecteur U est: ||U|| = «/XZ +yr 4277,

* Si A( XarYarZ A) et B ( Xg1 YgrZg ) sont deux points de 'espace, alors : La distance

entre les points A et Best: AB =HEH =\/(XB —XA)2 +(yB — yA)2 +(ZB —ZA)2

| Exemple

Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé (O F ], IZ) on considére les vecteurs
©
Q _ = :

u(—2,1,3)etv(0,2,5) etl ts E(2,-1,4)e -1,3,0).
(-2:1.3) €t V(0,2,5) etles points E(2,-1,4) et F(~1,3,0)
@ Calculer U.V;||U|| et EF
%) -
= Proposition 2
g L'espace est rapporté a un repére orthonormé (O ; T, T, |Z) .Soit U et V deux vecteurs de
% I'espace.
g * La mesure de l'angle entre les vecteurs U €t V est donnée par :
\GJ 4, .

u.v X X'+ +27'
cos(U,V) = vy

[V oy + 22 sl y o2
* UlVeUuvV=xx+yy+zz'=0.

Exemple

Chapitre 11 : G

L'espace est rapporté a un repére orthonormé ( o:i, ] IZ) Soit U(Z, -1, 1) et \7(0, -2, 3)
deux vecteurs de I'espace.

1) Caleuler U.V; |d];|V] et cos(u,V)

2) Les vecteurs U(Z, -1, 1) etv (O, -2, 3) sont-ils colinéaires ? orthogonaux ?

6 — Ensemble des points M de I'espace tels que G.AM =k

Proposition

L'espace est rapporté a un repere orthonormé (O 1, ], K ) .

Soit U(a, b, C) un vecteur non nul de l'espace et A( Xas YarZ A) un point de I'espace et
keR.

2eme BIOF PC&SVT
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L'ensemble {M ef/Ui.AM = k} est un plan de 'espace d’équation cartésienne

ax+by+cz+d=0oud=—(ax,+by,+cz,+k)

Exemple
Déterminer I'ensemble (P) des points M de l'espace vérifiant la relation G.AM =3 ou
A(—1,2,1) et U(3,4,5).
Solution
M(xy,2)e(P) < U.AM =3 |U(3,4,5)et AM (x+1,y-2,2-1)]
< 3(x+1)+4(y-2)+5(z-1)=3
< 3X+4y+52+3-8-5-3=0
< 3x+4y+5z2-13=0

SMAIL EL JAAFARI

Alors L'ensemble (P) est le plan de 'espace dont une équation cartésienne est :
3Xx+4y+5z-13=0.

7 — Etude analytique des plans et des droites dans l'espace
7 —1 - Vecteur normal a un plan

Définition
Soit N un vecteur non nul de I'espace.
Le vecteur N est un vecteur normal a un plan (P) si, et seulement si la direction de N est

perpendiculaire au plan (P) .

Remarques
() . R = .
8 e Si N est un vecteur normal a un plan (P) alors chaque vecteur colinéaire a N est aussi
Q
% un vecteur normal au plan (P) .
" e Chaque plan admet une infinité de vecteurs normaux.
= e Sideux vecteurs M et U sont normaux a un plan alors les vecteurs i et U sont
© colinéaires
R
P -
)
@
£
3
(D D(I )
A L
o ) ,_‘.
+—= A ¢
a )
@©
c
@)

Proposition

Soit M1 un vecteur non nul et (P) un plan dirigé par deux vecteurs non colinéaires U e V.

Alors : NN est un vecteur normal au plan (P) si, et seulement si nluetnlv

7 — 2 — Ensembles des points M(X,y,z) telque ax+by+cz+d=0

2eme BIOF PC&SVT
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Soient @, D €t C trois non nombres réels tels que(a, b, C) #* (0, 0, 0) :
L'ensemble (P) = {M (x,y,z)/ax+by+cz+d = O} est un plan dont un vecteur normal

est le vecteur ﬁ(a, b, C)

Exemple

Déterminer un vecteur normal et un point A par lequel passe le plan ( P) :3x—y+2z-1=0.

En effet a partir de I'équation du plan (P) on déduit que le vecteur N (3, -1, 2) est un vecteur

SMAIL EL JAAFARI

normal au plan ( P) .

Sion pose X =1 et z = 2 on en déduit a partir de I'équation du plan (P) que Yy =6,doule
point A(l, 6, 2) est un point du plan (P) .
Meéthode:
Pour déterminer les coordonnées d'un point d'un plan ( P) aX+ by +cz+d=0.
si a#0,ondonnea y et a z des valeurs (que I'on veut) et on calcule X.
7 — 3 — Equation cartésienne du plan passant par le point A( XpsYarZ A) et de vecteur

normal ﬁ(a,b,c) ou (a,b,c) # (0,0,0)

Proposition
Soit (P) le plan passant par le point A( Xnr YarZ A) et de vecteur normal ﬁ(a, b, C) tel que

(a,b,c)¢(0,0,0).Alors:
* Une équation cartésienne du plan (P) est ax+by+cz+d =0 ou
d =—(ax, +by, +cz,)
x (P)={MeZE/i.AM =0}

Exemples

Déterminer une équation cartésienne du plan (P)passant par le point A(—l, 2,1) et de vecteur

normal ﬁ(Z, -1, 3) .

(¢b)
(®)
@®
Q
(%)
(¢b)
(72)
c
@
©
(¢b)
=
-

7

En effet, une équation du plan (P) est 2x—y+3z+d =0

Et comme A(—l, 2,1) e (P), alors d = —(2 x—-1-2+ 3><1) =1
Dou (P):2x—y+3z+1=0

8 — Parallélisme et orthogonalités des plans et des droites
8 — 1 — Parallélisme et orthogonalité de deux plans

eome

7

Chapitre 11 : G

Proposition
Soient (Pl) et (Pz) deux plans de vecteurs normaux respectifs f, et f,. Alors:

* (Pl) // (Pz) < N, et N, Sont colinéaires

Exemple

5 * (R)L(P)en Lnh,<n.n=0

£ Remarque

8 Deux plans ( Pl) et ( F’2 ) ne sont pas paralléles si, et seulement s'ils se coupent en une droite
L o

o . L G.f,=0
= dont un vecteur directeur U est définipar: § . _

e u.n, =0
() "2

£

(&)

N

Etudier le parallélisme et I'orthogonalité des plans ( P1) et ( Pz) dans les cas suivants :
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a)(P):2x—y+z+3=0¢et (P,): -3x+2y+8z-1=0
b) (P):x+2z-1=0et (P,): —3x—6z+1=0

8 — 2 — Parallélisme et orthogonalité d'une droite et d'un plan

Proposition
Soit ( D) une droite de vecteur directeur U et (P) un plan de vecteur normal N . Alors :

* (D)//(P) Sulneu.n=0
* (D) 1L (P) <> U et N sont colinéaires

SMAIL EL JAAFARI

Exemple
Soit ( D) la droite de vecteur directeur U(l, -1, 2) et (P) : X—Y—2=0.Montrer que

(D) / (P).
Solution
Un vecteur normal au plan ( P) est N (1, -1, —1) .

n.u :1x1+(—1)><(—1)+(—1)><2 =1+1-2=0.Alors i LU, par conséquent (D) // (P)

8 — 3 — Parallélisme et orthogonalité de deux droites

Proposition
Soient ( D) et ( D ') sont deux droites de vecteurs directeurs respectifs U et V. Alors:

* (D) // (D') < U et V sont colinéaires
* (D)L(D)eulVeidv=0

Exemple
© x=1-t
O 1 .
= Soient ( D) et (D ) sont deux droites de I'espace telles que (D) Yy =2+t (t € ]R) et
3 7= 2t
2 X=-1+2t
= ( D ') qy =1+t (t € ]R). Montrer que les droites ( D) et (D ') ne sont ni paralléles ni
2 z=2-2t
+—
*Q orthogonales.
£ .
o Solution
\QJ . 1 —
Un vecteur directeur de la droite ( D) est U (—1, 1 2) et celui de la droite ( D ) est V (2,1, —2) .

1

Donc les coordonnées des vecteurs U €t V ne sont pas proportionnelles car — # 1 par

conséquent les vecteurs U €t V ne sont pas colinéaires, alors les droites ( D) et ( D ') ne sont

Chapitre 11 : G

pas paralléles.
Ensuiteona: U.V=—-1x2+1x1+2x (—2) =—5 donc U.V # 0, par suite les vecteurs U et V

ne sont pas orthogonaux, alors les droites ( D) et( D ') ne sont pas orthogonales.

9 — Distance d'un point a un plan

Proposition
Soit (P) un plan d’équation cartésienne ax+ by +cz+d =0 ou (a, b, C) #* (0, 0, 0) et soit
A( Xas YarZ A) un point de l'espace et soit H le projeté orthogonal de A sur le plan ( P) .

Alors :

x (AH)L(P)

2eme BIOF PC&SVT
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* d (A; ( P)) =AH = |aXAjat2)):_Ab—z iz(/;: d| (la distance du point A au plan (P))

SMAIL EL JAAFARI

Exemple
Soit (P) le plan d’équation cartésienne 2X— Y +2z+1=_0et A(l, O,l) . Calculer d (A; ( P)) .

Solution
Ona:d(A;(P)):|2X1_lXO+1X1+1|:izﬁ
\/22+(—1)2+12 J6 3

10 — Etude analytique de la sphere

10 — 1 — Définition — Exemples

Définition
Soit ) un point de l'espace et R un nombre réel positif.
A Lasphere (8) de centre (2 et de rayon R est I'ensemble des points M de l'espace tels

que QM = R . On Ia note habituellement (§) = S(Q, R).
A Si A et B sont deux points de la spheére (§), le segment [AB] est un diameétre de la

sphére (§) si, et seulement si le centre £ est le milieu de [AB] .

(¢b)
(®)
@
Q
(%7]
(¢b)
(72)
c
@
©
(¢b)
=
-

éomé

7
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La spheére S(Q, R)

10 — 2 — Equation cartésienne d'une sphére définie par son centre et son rayon

Proposition
Soit Q(a, b, C) un point de 'espace et R un nombre réel positif.

Une équation cartésienne de la sphére (§) de centre Q(a, b, C) et derayon R est :

(S): (x—a)2+(y—b)2+(z—c)2 = R?

2eme BIOF PC&SVT
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Exemple
Déterminer une équation cartésienne de la sphére (§) de centre Q(l, -1, 2) et de rayon

R= \/E . Puis préciser si les points A(2, 0, 2)et B (1, 1, l) appartiennent a la sphére ou non.
Solution

Une équation de la sphére (§) est: (X —1)2 + ( y +1)2 + (Z - 2)2 =2

Alors (8): X2+Yy2+22-2X+2y—-4z+1+1+4-2=0

SMAIL EL JAAFARI

D'ou (8) : X2+ Y2+ 22—-2X+ 2y —47++4 =0 est une équation cartésienne de la sphére (S) .
En remplagant dans I'équation de la spheére par les coordonnées du point A, on obtient :
22+02+22-2x2+2x0-4x2+4=0,alors 4 € (S5).

De méme en remplagant par les coordonnées de B, on obtient :

12+12+12-2x1+2x1-4x1+4=3 %0, alors B ¢ (S)

10 — 3 — Représentation parameétrique d'une sphere

Proposition
Une représentation paramétrique de la sphére (§) de centre Q(a, b, C) et de rayon R est

X=a+ Rsin6coso

donnée par le systéme: 1y =b+Rsin6sing (6,¢) e R?
z=c+Rcos0O

()
(®)
@
Q
n
(¢b)
(2}
c
@©
©
(¢b)
=
—

éomé

7

10 — 4 - Ensemble des points M (X, Y, Z) tels que X2+ y2+72-2ax-2by-2cz+d =0

Proposition
Soit (§) I'ensemble des points M (X, Y, Z) de I'espace tels que

X2+ y2+72-2ax-2by-2cz+d=00ou @, b, C et d sont des nombres réels. Alors :

Chapitre 11 : G

*x Sia’+b®+c’+d>0,alors (S) estlasphére de centre Q(a, b,C) et de rayon

R=+a?+b2+c?+d .
* sia’+b’+c’+d=0,alors (S) = {Q(a,b,c)}.
* S a’+b*+c*+d<0,alors(S) = &
Exemples
Déterminer la nature de chacun des ensembles suivants :

(Sl)={M (%, y,2)/ X +y +22+2x—4y—2=0}

(Sz)z{M (xy,2)/x*+y +22—2x+2y—4z+6=0}

2eme BIOF PC&SVT
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(83)={M (%, y,2) I x*+y +22+x+6y+22+11=0}
Solution
e M(xy,2)e(S,) e X +y +2°+2x-4y-2=0
& (x+1) +(y-2) +2?-1-4-2=0

o (x+1Y +(y-2) +22 =7=7

SMAIL EL JAAFARI

Alors (Sl) est la sphére de centre le point (2 (—1, 2, 0) etderayon R = ﬁ

e M(xy,2)e(S,) e X" +y*+2°—2x+2y-4z+6=0
& (x=1)" +(y+1) +(z2-2)° ~1-1-4+6=0
<:>(x—1)2+(y+1)2+(z—2)2=0
&S x=lLy=-letz=2
Alors (Sz) = {Q(l, -1, 2)}
e M(xYy,2)e(S;) e XP+y*+2* +x+6y+22+11=0

2
<:>(x+%) +(y+3)2+(z+1)2—%—9—1+11:0

1Y 2 2 3
& x+§ +(y+3) +(z+1) =2

Comme —% <0, alors (33) =

10 - 5 — Ensemble des points M tels que MA.MB =0

Proposition
Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé (O; T, j?, IZ) on considére les points
A(Xas Va1 Z4) € B(Xg, Vg1 25).
* L'ensemble (S) = {l\/l e F/MA.MB = 0} est la sphére de diametre [AB]
* Une équation cartésienne de la sphére (S) est:

(X=X )(X=%g )+ (Y= Ya (Y= V5 ) +(2-2,)(2-25) =0

Remarque

AB
La sphére de diamétre [AB] est la spheére de centre | milieu de [AB] etderayon R = >

()
(®)
@
Q
n
(¢b)
(2}
c
@©
©
2
—
—
‘O
S
(@]
‘O
)
A
T
(<))
—
=
Q
@
=
O

Exemple

Déterminer la nature et une équation cartésienne de I'ensemble (S) = {M eE / MA.MB = 0}
ol A(l,O,—l) et B(3,2,1)
Solution

(S) est la sphére de diamétre [AB] et une équation cartésienne de (S) est:
(x=1)(x=3)+(y-0)(y—2)+(z+1)(z-1)=0
& X —A4x+3+y -2y+17°-1=0

2eme BIOF PC&SVT

S Xy +7°—4x-2y+2=0
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10 — 6 — Intersection d'une spheére et d'une droite

Proposition

Soit (S) la sphére de centre () et derayonR et ( D) est une droite. On note H le projeté
orthogonal de (2 sur la droite ( ) et d =AH.
* Si d > R, alors la sphére ( )et la droite ( )ne se coupent pas.

* Si d =R, alors la sphére la droite ( ) se coupent au point H. La droite (D)

SMAIL EL JAAFARI

et
) au point H.

*

est dite tangente a la spheére (

Si d < R, alors la sphére ( et la droite ( ) se coupent en deux points A et B.

o

sid>R=(S)n(D)=0

Exemple

sid=R=(S)n(D)={H}

Déterminer l'intersection de la sphére (S) de centre Q(l, -1, 1) etderayon R = \/§ etla

i X=-1+2t
droite (D): y= -t (teR).
z2=2+t

Solution
Une équation cartésienne de la sphére (S) est: (X —1)2 + ( y+ 1)2 + (Z - 1)2 =3

Pour déterminer l'intersection de la sphére (S ) et la droite ( D) on doit résoudre le systeme

©
O
@©
Q
(7))
)
%
c
©
©
2
p -
o)
0
£
o
@
)
A
T
[
p —
5=
a
@©
=
@)

X=-1+2t Xx=-1+2t
y= -t y= -t
7 =924t S 1z=2+t
(x—1)2+(y+1)2+(z—1)2:3 (1—+2t—1)2+(—t+1)2+(2+t—1)2:3
(x=—1+2t );i_lt,[zt
oSly= —t & _2
=A% 4t 2t +1+t2+2t+1=3 z=2+1
(2= - 42 +t2 -2t +1+t°+2t+1=3
=140t Xx=-1+2t
y= -t y=_ -t
= S =24t = z:2+lt
6t2=1 t=+—
G

Alors la spheére (S ) et la droite ( D) se coupent en deux point

( 6 V6 q L £ﬁ2£]

3'6° 6
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Remarque
On utilise cette méthode souvent pour déterminer les points d’intersection d'une sphére avec

une droite.

10 — 7 — Intersection d'une sphere et d'un plan

Proposition
Soit (S) la spheére de centre () et derayonR et (P) un plan de l'espace.

SMAIL EL JAAFARI

Onnote d =d (Q,(P))la distance de 2 au plan (P) et H le projeté orthogonal de () surle
plan (P)
* Sid>R,alors (S) ( )
* Sid=R,alors (S) ( )
(S) au point H.

)
{ H } . On dit que le plan ( P) est tangent a la sphére

|ax, +by, +cz, +d|

Jai+b?+c?

* Sid<R,alors (S)m(P):(C) ou d =d(A,(P))=

cercle de centre H et de rayon I =/ R*—d?

estle

BN A .

d>R=(S)n(P)=0 d=R=(S)n(P)={H} | d<R=(S)n(P)=(C)(H,r)

Remarque

11 est utile de rappeler que si (P) axX+ by +CZ +d =0 est un plan de I'espace et que
|ax, +by, +cz, +d|

Jai+b?+c?

()
(®)
@
Q
n
(¢b)
(2}
c
@©
©
(¢b)
=
—

A(XA’yA,ZA) est un point, alors d :d(A,(P)):

7

eome

Exemple
On consideére la sphére (S) de centre Q(l, -1, l) etderayon R = \/g et le plan
(P):2x—-y+z-1=0.

7

Déterminer l'intersection de la spheére (S) et du plan ( P) )

Solution

Chapitre 11 : G

|2><1+1+1 ] 3 6 ‘R-6
\/2 +( +12 \/E o

Donc 0 < R. Par conséquent la sphere et le plan (P) se coupent selon un cercle (C) de

rayon F =y R?—d? = ‘/6—— F 3\/_

Déterminons les coordonnées du point H centre du cercle (C) .

Ona d = d

2eme BIOF PC&SVT
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Soit ( D) la droite passant par Q(l, -1, 1) et perpendiculaire au plan ( P), donc un vecteur

E_CE directeur de la droite ( D) et le vecteur normal au plan ( P), ﬁ(2, -1, l) , par suite un
'Z(" représentation paramétrique de la droite ( D) est:
<
B X=1+2t
(T
= y=-1-t(teR)
P z=1+t
>
0 X=1+2t Xx=1+2t
I 2 & y
Résolvons le systéme 7 =14t = 7 =1+t

2Xx—y+2-1=0 2(1+2t)—(-1-t)+1+t-1=0

-

x=1+2t x=1+2t x=0
y=-1-t
y=-1-t 1
= Sqz=1+t ©y=—
z=1+t 1 2
4t+3=0 t=—= 2:1
L 2 L 2

32

Alors le cercle (C) apourrayon I =

et son centre est le point H (O, —% , %j

III — Produit vectoriel dans I'espace

1 — Orientation de l'espace

Définition

L'espace est rapporté a un repére (O i, 17, k ) . On considére un observateur

appelé « bonhomme d’Ampére » qui est debout sur l'axe dirigé par le vecteur K au point O
1 cas: 28me cag
Sile bonhomme d’Ampére regarde dans le Sile bonhomme d’Ampére regarde dans le

(¢b)
(®)
@®
Q
(%)
(¢b)
(72)
c
@
©
(¢b)
=
-

7

méme sens que le vecteur | en laissant le méme sens que le vecteur | en laissant le

eome

vecteur | a sa gauche, alors on dira que le vecteur | a sa droite, alors on dira que le

7

repére (O;T, T, |2) est direct repére (O;T, I,IZ) est indirect

k
main droite @

Main gauche

Chapitre 11 : G

Le repére (O;T, I,lZ) est direct Le repére (O;T, 17, IZ) est indirect

Remarque

On dit que 'espace est orienté positivement lorsqu'il est muni d'un repere direct

2 — Définition — Exemples

2eme BIOF PC&SVT
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Définition
Soient U et V deux vecteurs de l'espace.

Le produit vectoriel des deux vecteurs U et V est le vecteur noté U A V défini par :

A Si U etV sont colinéaires, alors U AV =0
A Si U et V nesont pas colinéaires, alors :
% UL (LT/\V) et \7J_( U/\V)

SMAIL EL JAAFARI

% La famille (l] VLU A \7) est une base directe de l'espace

o 9] = <sin ()

. i
v ~
v Cc
Bﬁ\'
]

ATy

Remarque
Soient U et V deux vecteurs non colinéaires de 'espace, alors il existe trois points A, B et C de

l'espace non alignés tels que U = AB et V = AC, et définissent un plan de I'espace noté

(ABC ) qui a pour vecteur normal le vecteur i = U AV

o

O iy

@ 3 — Proprietes

7

@ o

— Proprietes

% Soient U, V et W trois vecteurs de l'espace et A € R . Alors :

5 * Gal=0etin0=0

% * VAU=-UAV (le produit vectoriel est antisymétrique)

% UA(VHW)=UAVHUAW; (U+V)AW=UAWHVAW ;

N0

O TR ( ) = (Au ) AV =LA (LT A \7) (Le produit vectoriel est bilinéaire)
-

o 4 - Expression analytique du produit vectoriel

o

'S -

© Proposition

< .. -

O L'espace est rapporté a un repére orthonormé (O i, ], k) Soient U (a b, C) et v(a b',c )

deux vecteurs. Alors :
a &' a a a
=b b'li-lb b .T+ b
c ¢ c c' € €
=(bc'-ch").i —(ac'-ca’).j +

Exemples
Déterminer les coordonnées du vecteur U AV dans chacun des cas suivants :

1) G(12,3) et ¥(-1,0,1)
2) 0(0,1,—-2) et V(1,2,0)
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) U=2i+]-3ketv=3]-k

g Solutions

§ 1)Onaﬁ/\\7=‘§ Cl"_r_‘é ﬁ] ; Ol‘k 2i —(1+3).j+2k =2i -4.7+2k
o Donc U AV(2,-4,2)

s z)Onausz‘_lz g‘.r_‘_oz cl)‘ﬁ‘(l’ |k =ai 25«

Donc U V(4 -2, l)
3)Ona (21 3)etv( 3, 1)
- ‘2 0

ponc i av=|%, 31i-[2 O+
onc U A =3 . _3 _1.j 1 3

k=(-1+9)i+2.j+6k =81 +2.j+6k

D'ou U /\\7(8,2,6)
5 — Applications

5 — 1 - Alignement de 3 points

Proposition
Soient A, B, C et D trois points de l'espace.

* Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si ABAAC =0
* Les points A, B et C forment un plan si, et seulement si AB A AC # 0

* Le quadrilatére ABCD est un parallélogramme si, et seulement si AB A DC = 0

* L'aire du triangle ABC est ﬂl(ABC) = %HE A A—CH

* Si ABCD est un parallélogramme, alors A ( ABCD) = HA—B A ATCH

Exemples

1) Les points A(l, 1, —1); B (0, -1, l) et C (2, 0,1) sont-ils alignés ? Sinon calculer 'aire du
triangle ABC.

Solution

ona AB(-1-2,2)et AC(1,-112)

=y A~ —2 —4 = —1 1 = —1 1 o = = »
EtAB/\AC—‘Z 21‘"_‘2 2‘.]+_2 _1.k——2.l+4.j+3.k

Donc AB A AC =0, par conséquent les points A, B et C ne sont pas alignés

J29
2

()
(®)
@
Q
n
(¢b)
(2}
c
@©
©
2
—
—
‘O
S
(@]
‘O
)
A
T
(<))
—
=
Q
@
=
O

pou A(ABC) = |AB A AC] =2 (-2 + 4+ 3 -

2) On consideére les points E (1, 1, 1); F (2, -1, 0) G (—1, O,l) et H (—2, 2, —2) )

Montrer que le quadrilatére EFGH est un parallélogramme et calculer sa surface
Solution

Ona ﬁ(l, -2, —1) et H—G(l, -2, —1) donc EF = WG par conséquent le quadrilatére EFGH
est un parallélogramme et on a .le( EFGH ) = HE_lf A EH

Puisque ﬁ(l, —2,—1) et m(—B,L —3) ,alors
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1 -3
-2 1

K=77+ 6.) - —5K, donc

= =2 L [t -3
=1 -3 Tl 3!

EF AEH(7,6,-5) don A(EFGH )=[[EF A EH||=[7* +6+(-5)" =110

5 — 2 — Equation d'un plan passant par trois points non alignés

Proposition

SMAIL EL JAAFARI

L'espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; i , 17, k ) .

Soient A, B et C trois points non alignés de 1'espace, alors :

* Levecteur AB A AC est un vecteur normal au plan ( ABC ) )

* Une équation cartésienne du plan (ABC) est déterminée par 1'équivalence :

M (x,y,z) € (ABC) < AM.(AB A AC)=0

Exemple

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé direct( F I IZ) on consideére les points
A(l,O,l), B(Z,l,O) etC (—1,1,1).

a) Montrer que les points A, B et C définissent un plan.

b) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC) .

c) Les points D (0, -1, 2) et E (11, -1, —3) appartiennent-ils au plan (ABC) ?

d) Calculer la surface du triangle ABC.
Solutions

a)Ona ﬁ(l,l, —1) et E(—Z,l,O)
A~ A~ 1 1 = 1 —2 - 1 —2
Donc AB/\AC—‘_l O‘.I —‘_1 O"J_'_‘l 1

K=0+2j+3k

Donc AB A AC # 0, par conséquent les points A, B et C ne sont pas alignés et ils définissent un

plan(ABC).

b)ona M (x,y,2)€(ABC) <> AM.(AB A AC) =0 < 1(x—1)+2(y—-0)+3(z2-1)=0
< X+2y+32-4=0

Dou (ABC): x+2y+3z-4=0

0-2+6-4]

11-2+-9-4)

NP

& ona A(ABC) = |AB A AC] =~ 14

¢ d(D,(ABC))= =0 donc D € (ABC)
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et d(E,(ABC))= donc d (E,(ABC))#0 dou E ¢ (ABC)

5 — 3 — Intersection de deux plans

Proposition
Soient (P) et (Q) deux plans tels que 1 est un vecteur normal au plan (P) et M estun

vecteur normal au plan (Q) . Alors:

2eme BIOF PC&SVT
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* SiAiAm=0,alors (P) et (Q) se coupent selon une droite dirigée par le vecteur
nAmM
Exemple

Dans 'espace rapporté a un repere orthonormé, on considere les plans ( P) et (Q) tels que
(P):x—2y+z+1=0¢et (Q):—2x+y+5=0

Montrer que les plans (P) et (Q) se coupent selon une droite (A) dont on donnera une

SMAIL EL JAAFARI

représentation parameétrique.
Solution

Un vecteur normal au plan ( P) est N (1, —2,1) et un vecteur normal au plan (Q) est
m(-2,1,0).

-2 1
1 O

1 -2

. 1 -2
"Thoo

-2 1

= =

Etona:ﬁ/\rﬁz‘ .j+‘ .Ez—T—Z.T—B.E

Donc fi A M #0 par conséquent les plans (P) et (Q) se coupent selon une droite (A) dont un

vecteur directeurest U =N AMetona U (—1, -2, —3)

Déterminons un point de la droite (A) , pour cela trouvons un triplet (X, Y, Z) solution du

X—-2y+2+1=0

systeme {—Zx +y+5=0

X—2y+z+1=0 y=2X-5 o y=2x-5
—2X+Yy+5=0 x—2(2x-5)+z+1=0 "~ |z=3x-11
En posant X =0alors Y =—5 €t z=-11. Donc un point de la droite (A) est A(O,—5,—11).

X= -t
Alors (A): y=-5-2t (teR)
z=-11-3t

5 — 4 - Distance d'un point a une droite
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Proposition
L'espace est rapporté a un repére orthonormé.

Soit ( D) une droite passant par un point A et de vecteur directeur U . Et soit M un point de
|a A AM]

&l

éomé

7

l'espace. La distance du point M a la droite (D) est d (M ,(D)) =

Remarque
En calculant I'aire du triangle ABC de deux
Maniéresona:

Chapitre 11 : G

AM,

A(ABC) Z%HU/\WH :%MH x AB

(D) A H B

Donc MH :w:d(M’(D)) i—AB

Exemple
Dans l'espace rapporté a un repere orthonormsé, on considére la droite
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Xx=1+t
(D) : {y =-1+2t (t S R) et E(3,0,—1) un point de l'espace. Calculer d (E,(D)) .
z= -3t

Solution
La droite ( D) passe par le point A(l, -1, 0) et de vecteur directeur G(l, 2, —3) ,alors

_._’217'].2—->
u/\AE__‘_3 _JJ—+_3 _JJ—F

S R o e e -
i Jerze(-3)2 V14 2

SMAIL EL JAAFARI
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