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Exercicel

Dans 'espace rapporté a un repere orthonormé direct (O, ?, _'), E), on considere les points A(O, 0, 2) et B(Z, 0, 0)

et la sphere (S) de centre O et de rayon R = 2.

1. a. Déterminer I’équation cartésienne de la sphere (S).
L’équation cartésienne de la sphére (S) de centre O(0,0,0) et de rayon R = 2 est :
(S):(x=0+(-0)*+(z-0)*=2%donc (S) : x* +p>+2z° -4 =0.
b. Vérifier que les points A et B appartiennent a la sphere (S).
Ona A(0,0,2)etx3 +y4+22-4=0+0+4-4=0,alors A € ()
etonaB(2,0,0)etxz+yz+z5-4=4+0+0~4=0,alors B € (S).

2. Soit I le milieu du segment [AB].

a. Déterminer l'intersection du plan (OAB) avec la sphere ().
A et B sont deux points de la sphére (S) de centre O et de rayon R = 2, donc l'intersection du
plan (OAB) et la sphére (S) est le cercle de centre O et de rayon R = 2 qui passe par les points A
et B.

b. Vérifier que Ol -AB=0 puis montrer que d(O, (AB)) =2

I est le milieu du segment [AB] donc I(XAZXB, yA;yB, ZA;ZB) , d’olt I(l, 0, 1) et 57(1, 0, 1)
etona :?ﬁ?(xB — XA,V — Va,2B — ZA) ,donc 7\?(2, 0,-2),
alors: O AB=1x2+0x0+1 x(-2)=2-2=0, d’ott OI -AB = 0, par conséquent (OI) L (AB),

donc d(O, (AB)) =0l =VI?+02+12= V2

3. On considére un point M(0,m,0) de I'espace ou m € R.

a. Vérifier que AB AAM = 2mi + 47 + 2mk
On a AB(2,0,-2) et AM(0—0,m - 0,0 —2) donc AM(0, m,-2).

Tk 0 -2 |2 =2+ ]2 o> > o
AB/\AM=(2) 0 —3 =‘m Sl o 2217 o m‘k=2mz+4]+2mk.
m —

b. Déduire que mx + 2y + mz — 2m = 0 est une équation cartésienne du plan (ABM).

On a montré  la question 3.b. que AB A m(2m, 4,2m) et en posant #i = %XE A AM alors
#(m, 2, m) est un vecteur normal au plan (ABM ). Donc une équation cartésienne du plan (ABM)
est : mx + 2y + mz + ¢ = 0 et comme A(0,0,Z) € (ABM) alors 2m + ¢ = 0 donc ¢ = —2m. Par
conséquent mx + 2y + mz — 2m = 0 est une équation cartésienne du plan (ABM).



c. Montrer que d(O, (ABM)) = _2ml

Va+2m?’

On a d(O (ABM)) |mx0+2x0+mx0-2m| _ _ 2|m| D’ou d(O, (ABM)) _ _2|m|

Vm?+22+m? T Varam?

4. Le plan (ABM) coupe la sphére (S) suivant un cercle (T,) de rayon r.

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, il
et () d’affixes respectivesa = 1+2i,b =d,c =

1.

Montrer que r = /2 + 5% et déduire que V2 <r <2, pour tout m € RR.

On a le plan (ABM) coupe la sphére (S) suivant un cercle (T}, ) de rayon r, donc d(O, (ABM)) <2

_ 2 (_2lm| 2 _ 8+2m? _ 4
etonar= /2 (—\/W) —\/2+m2 = 2+—2+m2.

SoitmeR,onam?>0=2+m>>

\/§<,/2+ <2D0u\/§<r<2

Exercice 2

7), on consideére les points A, B, C, D

l
3+l 1+1
,d = et w = 2,

a. Vérifier que a + b = 2 et en déduire que l'affixe du point P, milieu du segment [AB] est p = 1.

a+b=a+a=2Re(a)=2x1=2,donca+b=2Pestlemilieude[AB]eop=P op=2c
p=1

. Montrer que a et b sont les solutions de 1’équation :z° — 2z + 5 = 0 dans I’ensemble C.

Résolvons I'équation : 22 =2z +5=0.A = (-2)° =4 x 1 x5 = —16 = (4i)*, alors I’équation admet

dans C deux solutions conjuguées z, = =% =1 -2i = betz, = 2% = 1 + 2i = 4. Par conséquent

a et b sont les solutions de I’équation z> — 2z + 5 = 0 dans C.

. Vérifier que |w —a| = w - b| = |w —¢|.

Onalw-al=[2-1-2i|=[3=2i|= [(3)2+4=2
et|w—bl=|3-1+2i| = [342i| = J3)2+4=3
etlw—c| =2 —|=|-2-3i|= [(3)2+4=2
Alors |w —al| = |w—-b| = |w —c]|.

. Déduire que Q) est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

D’aprés la question 2.a. on a |w —a| = |w — b| = |w —¢|., donc AQ = BQ = CQ, alors le point )
est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

d—c _ 3.
. Vérifierque == = 71

c

d-c'w (12+1) 3(32+i) _ 3+3i-9-3i _ 3 _ ii Doncﬂ _ éi
a-c — (1+2i)—(1-2i) — 4i T4 T 4T a—c ~ 4"

. Montrer qued — b = (c — a)ei% puis déduire que les droites (BD) et (AC) sont perpendiculaires.

3(1+i 3+3i—-2+4i _ 1+7i
2 2 -2
i3

et (c —a)e' :(@—(1+2i))xi:Mi:%‘ii:%ﬁ.Doncd—b:(c—a)ei%

Ona:d-b=

~(1-2i) =

2

d-—b=(c— )e T o db d b -7 o arg(%) = %[27{] = (Xé,B—)D) = %[27{] . Alors les droites (AC)

et (BD) sont perpendiculaires.

4. Soit h I'homothétie de centre C et de rapport 2 et qui transforme chaque point M du plan d’affixe z

en un point M’ d’affixe z’. On pose h(P) = G.



2 [ [_2 é l
a. Vérifier que z’ = 3z + 5 + 5i

O,n a2: h(lg/I) 1= M oz —-c = %(z -c¢) oz = %z - % X 3(32+i) + 3(3;1) o 7 = %z + 2. Donc
zZ = EZ + 3 + 51.
b. Montrer que l'affixe du point G est g = 22 + 1i.
hP)=Geg=32p+2+lieog=2+3+1i Alorsg =2 + 1i. (car p=1).
5. Montrer que les points Q, G et D sont alignés.
= S e g-w
Ona o = o = St = 3 Donc o€ R. Par conséquent les points (), G et D sont alignés.
2 2

Exercice 3

Une urne contient six boules indiscernables au toucher :

Quatre boules blanches numérotées : 0;1;1;1 et deux boules noires numérotées : 0;1.
On tire au hasard et simultanément deux boules de 'urne.

On considére les événements suivants :

A :”Les deux boules tirées portent le numéro 1”
B :”Les deux boules tirées sont de méme couleur”

1. a. Montrer que p(A) = %
Les boules sont indiscernables au toucher donc on est dans une situation d’équiprobabilité. Alors

2 4l
p(A) = card(A) _ Ci _ 3 6 _ 2

card(Q) — C2 T L T 15 T 5

412!

b. Montrer que p(B) = %.
2 2
p(B) = cardB) _ Ci+C5; _ 6+1 _ 7

card(Q) — C: T~ 15 15°

c. Les événements A et B sont-ils indépendants ? Justifier.
_card(ANB _Ci _ 3 _ 1
PMANB) = =g = C2 T 15— 5

2 7 14
etp(A)Xp(B)=§XE = LT

. 1 14 ey N
Puisque ¢ # Zz, alors les événements A et B ne sont pas indépendants.

2. On répete l'expérience précédente trois fois successives. On consideére la variable aléatoire X indi-
quant le nombre de fois que l'on réalise I’événement A.

a. Recopier et compléter le tableau ci-dessous, représentant la loi de probabilité de X.

X =x; 0 1 2 3
p(X = x;) % 15245 % %

pX=2)=C2(2)(}) =3xAxi=3%.
3

p(X=3)=C3(3) =05

On compléte le tableau précédent par ces valeurs.

b. Calculer l'espérance E(X) de la variable aléatoire X.
EX)=Yxxp(X=x)=0x L +1x 3 +2X 2 +3x 15z = £ Donc E(X) = &.

125 125 125 125 5



Probléme

PartieI:

Le graphique donne les représentations graphiques (C,) et (C;) des fonctions g : x — x” et
h : x — 2Inx — (Inx)? sur I'intervalle ]0, +co[ dans un méme repére orthonormé.

1. a. Justifier graphiquement que pour tout x de ]0, +oo[ : g(x) — h(x) > 0.
D’apres le graphique on constate que la courbe (C,) se trouve au dessus de la courbe (C}) et ne
se coupent en aucun point par conséquent pour tout x de |0, +oo[ : g(x) > h(x). D’ou pour tout x
de 10, +oo[ : g(x) — h(x) > 0.

2Inx—(Inx)?

b. Déduire que pour tout x de |0, +oo[ : ———F7—— < 1
D’apres la question précédente on a pour tout x de |0, +oo[ : g(x) > h(x), donc pour tout x de
10, +00[ : x*> > h(x), d’oti pour tout x de ]0, +oo] : % < 1.Par suite pour tout x de ]0, +oof :

2
—2lnxx(21nx) < 1.(Remarquons que pour tout x de ]0, +oo] : x* > 0).

2. a. Vérifier que la fonction H : X - xInx — x est une primitive'de la fonction x — Inx sur 'intervalle

10, +00[, puis déduire que f x)dx =1+¢°

La fonction H est derlvable sur 1 1ntervalle ]0, +o0o[ comme produit et somme de fonctions déri-
vables sur |0, +oo[, et on a pour toutx de |0, +oo[ ; H'(x) = (x)'Inx +x(Inx) —(x) = Inx+1-1 = Inx.
Alors la fonctlon H est une primitive de la fonction x — Inx sur |0, +ool.

Parsultef In(x dx—[ (x)]i = H(e’)-H(1) =2¢’—e’—0+1 = 1+¢°. Douj x)dx = 1+¢é°.

2
e
b. En utilisant une intégration par parties, montrer que L (Inx)” dx = 2% -2

2lnx

B (lnx) R on obtient :

u
En posant
v =1 = v=Xx

Le (lnx)zdx—[ lnx I, —2f (Inx)dx = e (Zn(€2))2—0—2(1+€2)2462—2—262 =2¢% - 2.

c. Résoudre sur l'intervalle |0, +oo[ I’équation h(x) = 0 et en déduire les deux points d’intersection
de la courbe (C},) avec I’axe des abscisses.
Soitx € ]0, +oo[ , h(x) =0 & 2Inx—(Inx)* = 0 & Inx(2-Inx) = 0 & Inx = 0ou2-Inx =0 & x = 1
oulnx =2 x=1oux=e.
Donc S = {1,62}.
Par conséquent la ‘courbe (C},) coupe I'axe des abscisses en deux points A(1,0) et B(e?,0).

d. Déduire, enunité d’aire, l’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;,), ’axe des abscisses,
et les droites d’équations x = 1 et x = e°.

D’aprés le graphique on constate que Vx € [1,¢],h(x) > 0, alors A = (Le h(x) dx)u.a. =

(Lez (Zan — (Inx)?) dx)u.a. = (2 Lez Inx dx — Lez(lmc)2 dx)u.a. =(2(1+ e?) — (2% - 2))u.a. = 4u.a.

Alors l’aire demandée est de 4u.a.

Partie II :

(1nx)

x
Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; ?,f) .

considere la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(x) = x—

1. a. Vérifier quelim f(x) = —oco et donner une interprétation géométrique de ce résultat.
x—0%
1 Inx)?
ona: lim (Inx)? = (~c0)® = 400 et lim — = +co, donc lim (Inx) = +o00.
x—0* x—0% X x—0* X



l 2
D’ou lim (x — (Inx) ) = 0 — 0o = —co.Par suite lim f(x) = —co.
x—0* X x—0*

(lnx)2

b. Montrer que lim
X—+00 X

=0 (On peut poser t = \/97), puis calculer lirP f(x).

t=Vxet’=x
En appliquant le changement de variables suivant : Vv ,
X —> +o0o =1 — 400

2 2 2
Inx In(t? 4(Int
alors lim ( ) = lim ((—)) = lim ( ) = lim 4(111_1‘)2 =4x0%=0 ( car lim ln_t =0)
X—+00 X t—+o0 12 t—+00 12 t—+o0 t—+00
. . (Inx)? .
donc lim f(x) = lim (x - " ) = 400 — 0 = +oo. Alors lim f(x) = +o0.
X—>+00 X—>+00 X—>+00

c. Déduire que la droite d’équation y = x est une asymptote oblique de (Cf) au voisinage de +oo
l 2
Ona lim (f(x)-x) = lim (- (Inx)”

X—+00 X—+00

) = 0. Donc lim (f(x) — x) =-0. Par conséquent la droite
X—>+00

d’équation y = x est une asymptote oblique de (Cy) au voisinage de +co.

2

2lnx—(lnx)
. a. Montrer que pour tout x de ]0, +oo[, f'(x) = 1-——F5— .
2"iﬂ—(lnx)2 Zan—(lnx>2
Soit x € |0, +co[ on a f'(x) = 1- e =1- o
21nx—(lnx)2

D’ou Vx € ]O,+oo[;f’(x) =1- X2

b. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle |0, +cof.

(On peut utiliser la question I-1-b.)
2

ZInx—(lnx)
On a pour tout x de |0, +co[, f'(x) = l-——— ", d’aprés la question I-1-b., on a
2
Zan—(lnx)
Vx € ]0, +oo : — < 1 donc Yx € ]0,+co[, f'(x) > 0 par suite la fonction f est

strictement croissante sur ]0, +oo[‘

. a. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans I'intervalle ]0, +co[.

On a vu précédemment que la fonction f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[ et
0 € f(]0,+0oo[ )'= ]—00, +oo], alors d’apreés un corollaire du TVI, I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution a'dans |0, +oo|.

b. Vérifier quee ' < a < 1 et montrer que Ina = —a

Onaf(e')=e"- (lnief:) =e' -t = 1=¢" donc f(e™') <0, et f(1) = 1, donc f(1) > 0. Alors

e
f(e™) < f(a) < f(1) et comme f est strictement croissante alors e”' < a < 1.

Etona f(a)=a o a - @ =0& (ln(a)) = (ct)2 & (ln(a) - a)(ln(oc) + oc) =0&
In(a)+a=0sIn(a)=-a (car In(a) — a = 0 puisque In(a) < 0 < a). D'ou lna = —a

c. Montrer que f(x) < x pour tout x de |0, +oo][.

)

X

)

donc Vx € ]0, +oo[; f(x) —x = — == or ¥x € 0, +oo[;

On a Vx € |0, +oo[; f(x) = x—

2
Inx
Q > 0, alors Yx € 0, +oo[; f(x) —x < 0. D’ot1 Vx € ]0, +oo[; f(x) < x

d. Montrer que y = x est I'’équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 1.
L’équation réduite de la tangente (T) a la courbe (Cy) au point d’abscisse 1 est :
v=f"(1)(x-1)+f(1),etcomme f(1)=1-0=1et f/(1)=1-0=1alors(T):y=x-1+1d’ou



v = x est I'équation de la tangente (T) & (Cy) au point d’abscisse 1.

4. Le graphique donné représente la courbe (Cy) dans le repére orthonormé (O;?, f)
Soit ¢ la restriction de f sur 'intervalle ]0, 1].

a. Montrer que ¢ admet une fonction réciproque ¢~ ' définie sur un intervalle ] que l'on
déterminera.
(Il n’est pas demandé de déterminer 'expression de (¢™') (x)
On a vu précédemment que la fonction f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[, donc
@ est continue et strictement croissante sue l'intervalle ]0, 1] alors la fonction ¢ admet
une fonction réciproque ¢~ définie sur l'intervalle J = ¢(]0,1]) = ]xli)rgl+ fx), f(1)}=]-00,1].

b. Montrer que ¢~ est dérivable en 0 et que (¢~ )’ (0) = ﬁ.

Onaa € ]0,1] et (@) = 0 donc ¢ '(0) = aetona¢’(a) = f'(a)=1-

—2a— -
1- % =1 - =24 = 2828 ¢t comme a > 0 alors ¢’(@) = 0 par conséquent la fonction @' est
a
1 a

dérivable en 0 et on a ((p_l)’(O) = — = 5.

v(a)
c. Recopier la courbe de ¢ et construire la courbe de.(¢™") dans le repére (O;?, 7)

La courbe de la fonction réciproque ¢ est représentée en vert dans la figure suivante :

1
Y
o X
-5 —4 -3 -2 -1 1
_1 ue
=21
— @(x)
' (x)

—4 -t
_5 1

Partie III :

Soit (u,,) la suite numérique définie par u, = e et u,,; = f(u,), pour tout n de IN.

1. Montrer par récurrence que 1 < u, pour tout n de IN.
Initialisation : Pour n = 0 on u, = e donc u, > 1. Hérédité : Soit n € IN supposons que u, > 1 et
montrons que #,,; > 1.
Démonstration : D’aprés (HR) on a u, > 1 et comme la fonction f est strictement croissante sur R
alors f(u,) > f(1) donc u,,; > 1 car f(1) = 1.
Dot Vn € N;u, > 1.



2. a. Montrer que la suite (u,) est décroissante. (On peut utiliser la question II-3-c).
D’apres la question II-3-c. on a Vx € ]0, +oo[; f(x) < x donc Vx € |1, +o0[; f(x) < x et on sait que
Vn € N;u, > 1, alors Vn € N; f(u,) < u,. D'ou Vn € N;u,,; < u, . Par conséquent la suite (u,)
est décroissante.

b. En déduire que la suite (u,) est convergente.
Puisque la suite (u,) est minorée par 1 et est décroissante alors elle est convergente.
c. Déterminer la limite de la suite (u,).
La suite (u,) est définie par : uy = e et u,,; = f(u,), pour tout n de N
festcontinuesur |1, +oo[
f (1, #oo]) = 1, +oof , alors la limite de la suite (u,) est la solution dans intervalle
Uy € |1, +oo|
(un)estconvergente
[1, 4+0o[ de I’équation f(x) = x .
Onaf(x):x(:)x—@ :x(:}(l%
lim u, = 1.

n—+oo

x=0& (Inx)> =0 & x = 1 et comme 1 € [1,+oo[ alors




