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Exercicel

X
PR . o Y e . P .
On consideére la fonction numérique f définie sur R par : f(x) =5 ‘et soit (T) sa courbe représentative dans un

repere orthogonal (O;z?, 7)

Partie 1
1. a. Montrer que (Yx € R); f(1-x)= f(x)
1-x £ X
Soit x € R,ona: f(I —x) :ez(‘i_x,+e = A 2 = f(x). Dot (Yx €R): f(1-x)= f(x)
e2%

b. Interpréter ce résultat graphiquement :

En posant a = % ona:(VYx e R); f(2a—x) = f(x), et comme f est définiesur R, ona:

(Vx €R); f(2a-x) = f(1-x)=f(x),
(VxeR); 2a—x=1-x€eR

Alors la courbe (T') admet un axe de symétrie d’équation x = 1

c. Calculer lim f(x) puis en déduire lim f(x).
X—>—00 X—+00

e
Puisque lim ¢* =0 et lim (¢* +¢)=¢, alors lim f(x)= lim — =0
X——00 X——00 X——00 x——-c0 X + ¢

Enplusona: lim f(x)= lim f(1-x)= tlim f(t) = 0. (il suffit de poser t = 1 —x).
XxX—+00 X—+00 ——00
Donc lim f(x) =0et lim f(x)=0.
X——00 X—+00

d. Interpréter graphiquement les deux résultats obtenus.
Puisque ~lim f(x) =0 et lim f(x) =0, alorslacourbe (T) admet une asymptote horizontale
X—+00 X——00

au voisinage de +co et de —co d’équation 7y = 0.

2x-1
2. a. Montrerque (Yx € R); f'(x) = f(x) }éﬁ.
. _ (ex)(ezx+e)_(ex)(2€2x) _ 3x X+l _5,3% _ X+1_ 3% _ x 2 _ 1—e2*1
Soit x€R , ona f'(x) = (@ 1e)? = ¢ (+:2x+e)2€ = i32x+g)z = e2i+e X 2275_,_8 = f(x)l_,_ZT

2x-1

Dou (Yx €R); f'(x) = f(x)i=

1+e2*71°

b. Donner les variations de la fonction f, puis en déduire que : (Yx € R); 0 < f(x) < 3.
Ona: (VYxeR) : ¢*>0 ete’ +e>0. Donc: (Yx€R) : f(x) > 0.
et puisque (Yx € R), 1+ > > 0, alors le signe de f'(x) est le méme que celui de 1 —e*".

1
fx)=0e1-e"=0sx=—,

Commeona: , alorslafonction f estcroissante sur l’intervalle
f(x)>0e1-e>"! >0ex <.

] —co;+1] etelle est décroissante sur I'intervalle [1;+oo] .

On déduit alors, que la fonction f admet un maximum absolu atteinten 1 quiest f(1) = ﬁé

2
D'ou (Yx €R); f(x) < ﬁé



1

Or (Yx€R); f(x)>0. Alors (Vx € R); 0<f(x)sm<% car (1= = 0,30).

Ve
Dou : (VxeR); 0< f(x) < 1.
Tableau de variation de f :
b —00 1 +o0
2
f'(x) * 0 -
1
2ve
f(x)
0 0
3. Représenter graphiquement la courbe (T).
(On prendra ||7|| = 1cm, ||| = 2cm et ﬁ ~ 0,30 et - =~0,27).
1 -
0.8t
0.5
I P >
2 (Cy)
-25 =2 -15 -1 0.5 1 1.5 2 25
-0.5+
1!
1 1
4. a. Montrer que JO f(x)dx = L f(x)dx.
2
t=1-x,

dt = —dx,
En appliquant le changement de variables *

, on obtient :
x=0=>t=1,

X = % =>1i= %
1 1 1 1 1 ) 3 1
Jo fxydx = {7 —f(1-t)dt = j% f(1-t)dt = j% f(t)ydt = j% flx)dx. Dou [* f(x)dx = j% f(x)dx.
b. En déduire que : Jol f(x)dx = 2JOE fi(x)dx.
Ona : 'fol f(x)dx = foi f(x)dx + Ll f(x)dx, d’apres larelation de chasles des intégrales.

Donc fol f(x)dx = fj fx)dx + fj f(x)dx = 2[0% f(x)dx. D’ou fol f(x)dx = ij f(x)dx.

dt.

3 Ve
5. a. BEn effectuant le changement de variables t = ¢*, Montrer que :fo f(x)dx = L A

t2+e



t=e",
dt = e*dx,

En appliquant le changement de variables suivant : 0021 on obtient :
X = et =1,

x=1=t= e

dt.

! Ve Ve
2 _ todt _ 1
Io f(x) dx = L t2+e t L 2+e
b. Montrer que : fj f(x)dx = #E(arctan Ve —%).

u=-=

751
du = 4t
En appliquant le changement de variables : Ve’ on obtient :
t=1=u-= L\f,
e
t=e=>u=1.

1

[Ffdx= [V pdr=1]

= L (% —arctan(2-)) = 2| Z - (Z — arctan(+/e))| -car:arctan(--) = Z — arctan( e).
Ve )=l 5 ) =2

Dot : L% f(x)dx %E( arctan (ve) — %)

1
— dt = %‘;Iﬁ madu= %arctan(u)]

<

c. En déduire l'aire, en cm?, du domaine plan délimitépar (T'), les droites d’équations x = 0, x = lety = 0.

Ona:Laire A = (JOE f(x)dx) uv.a.= %(urctan Ve-D)u.a,

or lu.a. = 1 x 2cm® = 2cm?, alors l'aire A = 2 (arctan e — Z)cm?
Ve 1

Partie 2
Uy € ]0 1[

72
Unr = fuy) 5 (Yn € IN).
f/(x)] < fx).
1_ezx—1| <1+e*™ ' car|a+b|<|a|+|b|
<1

On considere la suite numérique (u,,) définie par : {

1. En utilisant le résultat I-1-a) montrer que (Vx € R) ;

Eneffetona: (Yx € R);;

Donc (Vx € R); |49
Or (Yx € R); f(x) > 0, alors : f(x) x
D'ou (Yx €R);[f'(x)| < f(x).
2. a. Montrerque (Yx€]0;3[); 0< f'(x) < 1.
D’apreés le résultat de la question I-2-b) on a vu que la fonction f est strictement croissante sur
intervalle ]-co;1]. Par conséquent f est strictement croissante sur I'intervalle ]0; 3| .
Dou (Yx€]0;1[); f'(x)>0.
On a montré aussi que (¥Yx €R); 0< f(x) <3 , donc (¥Yx€]0;3[); 0< f(x) <
Alors (Yx €]0; 3[);0 < f'(x) < f(x) < 3. Par suite (Yx € [0;1] ); 0 < f'(x) < 3.

1_62)(—1
1+e2¥71

< f(x).

1
2

b. Montrer que la fonction g : x — g(x) = f(x) —x est strictement décroissante sur IR.
En effet,ona: (Vx € R); g'(x) = f(x) -1, etcommeona (Yx€eR); 0< f'(x) <3,
alors (Yx € R); g'(x) <—3.D’ou (Vx € R); g'(x) < 0.

Par conséquent la fonction g est strictement décroissante sur IR

c. En déduire qu'il existe un unique réel a € |0; 3[ tel que f(a) = a.

En effet : la fonction g est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [0;1] , et comme
g(0) = = etg(3) = %E et g(0) x g(3) < 0 , alors d’apres le théoréeme de la bijection (ou le
corollaire du TVI) il existe un unique & de l'intervalle |0; [ tel que : g(a) = 0.

Par conséquent il existe un unique réel a € |0; 1] tel que, f(a) = a.



3. a. Montrer que (VYn € N);0 < u, <
Raisonnons par récurrence.
Initialisation : Pour n =0 Ona:u, € ]O; %[ par construction de la suite. Donc 0 < u; < 3.
Hérédité : Soit n € N , supposons que 0 < u, < % et montrons que 0 <u,,; < %
Démonstration : On a f est strictement croissante sur 'intervalle [0;%] et 0 < u, < % , alors
f(0) < f(u,) < f(3) donc0< £ <u,, < 2( <. Dou 0<uy, <1

) N . . . 1
d’apres le principe de la récurrenceona: (Yn e N); 0 <u, < 3.

b. Montrer que (Yn € N); |u,,, —a| < 1|u, —al.
1

Soient x et y deux nombres de I'intervalle 0; 1 tels que x = y.

f est continue sur Iintervalle [x; ]

Puisque f est continue et dérivable sur IR , alors { f est dérivablee sur 'intervalle ]x; y[

()< 3
D’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finisona: |f(x) - f(y)| < |x —p|.
Or (YneN);u, €]0;3] et ae]0;3[, donc(¥neN); |f(u, (a)| < %|u —a|
Et puisque f(a) = @ et u,,; = f(u,) alors: (Vn e N); I Uy — | < u, -al.

c. Montrer par récurrence que : (¥Yn € IN);  |u, — a| (2l

Initialisation : Pour n = 0,ona 0 < a <
-1 <up—a<3i.Dong, |uy-a| < 3.

T donc —% < —a < 0, et comme 0 < u, < 3, alors

Hérédité : Soit n € N, Supposons que -|u, —a| < (%)nﬂ. et montrons que : |u,,; — a| < (%)mz.
Démonstration : D’aprés (HR) ona |u,— a| < (%)nﬂ. et d’apres la question II-3-b) on a
1 1/1\"+1 N 1\"+2
|unJrl —al < 5|un —a|. alors : |un+1 —a| < 5(5) . D’ou |u”+1 —a| < (—) .
Alors : (Vn € IN); < (%)nﬂ.
d. En déduire que la suite (u,) converge vers a.
En posant (¥Yn € N);v, = (1)n+1 ,ona: (¥YneN);|u,

2

- a| <wv, etcomme lim v, =0, alorsla

n—-+oo

suite (u,) est convergenteet lim u, = a.
n—+o00

Partie 3

Soit (Sn)new la suite numérique définie par :

1 - k
YnelN"), S, = .
( DS 1) A o o
1. a. Vérifier que
1 n
V *\ . — — —
k=1
Soit n € N, on a:
1 k
n

1 n ke%
Cn+l e +e
Loy kg
T n+1 n’n’”

k=1



2. Montrer que la suite (S,)

D’ou :

1 k  k
(VneN;S, = —= ) ~f(-)
k=1
1 2
b. Montrer que : fo xf(x)dx = fo f(x)dx.
t=1-x,
. ) dt = —dx, .
En appliquant le changement de variables : on obtient :

x=0=>t=1,
x=1=>t=0.

[ xf@ydx = [ (1L -0f(1=t)(=dt) =~ [ f(L=t)dt + [, tf(1 - t)di Or (¥x € R); f(x) = f(1 ~x),
alors [ xf(x)dx = [ f(t)dt - [ tf(t)dt = [ f(x)dx— [ xf(x)dx.

Donc 2[01 xf(x)dx = fol f(x)dx et comme fol f(x)dx = 2]0% f(x)dx. (d’apres le résultat de la question
I-4-b)); alors 2 jol xf(x)dx =2 jj f(x)dx d’ou: jol xf(x)dx = jj f(x)dx.

LN €St convergente et déterminer sa limite.

On a montré a la question I1I-1-a) que

n

1 k  k
(Vn e N);S, = Z ;f(;),

n+1

donc

(Yn eN);S, =

On pose pour tout entier naturel non nul n ,

1 vk, k
To=5 G

k=1

n

et on considere la suite numérique (a,),en définie par :a, = 25

g(x) = xf(x). Donc

et la fonction g définie sur R par :

(Vn e N*);S, =a, xT,

Il est évident que la suite (a, ), . €St convergente vers 1, et puisque la fonction g est continue sur 'intervalle
[0;1] et'on a la suite (T,,),en+ définie pour tout entier naturel n par :

k=1

est une suite de Riemann donc elle est convergente vers Iol g(x)dx = fol xf(x)dx = IOE f(x)dx donc

lim T, = L( arctan(ve) — E)

n—+o0 \/E 4

D’ou la suite (S,),en- est convergente et on a

lim S, = lim T, =

1 T
Jim S, = lim @(a“tan“@“)

4



Exercice 2

Soit a € [0;27n[. On considere dans C l’équation (E,) d’inconnue z :

(En) 1 2% —2%e"(1 + 2i)z + i2°* e

Partie 1

: 2
1. a. Vérifier que A, = (Zaew((l - Zi))
Eneffetona: A, = (—2%"(1+ 21‘))2 — 4220120 = 920,120 () 44— 4 —8j) = 2% (1 — 2i)?
= 2" (1 - 2i)). D'otr : A, = (2% (1 - 21))".

b. En déduire les deux solutions a et b del’équation (E,) tellesque |a| < |b].

)l ) 2% (142i)=2%""(1-2i) | :
Les deux solutions de ’équation (E,) sont z; = e A 1)2 er(1-20) _ 2%t et
29" (1421)+2% " (1-2i ;
Z, = al 1)2 e (1-2i) _ 2%, Donc |z;| = 2% et |z, = 2% et 2% < 2% alors  |z,| <
|z,] . Dou a=2%"" et b=i2""e.

s b . o
2. Vérifierque  ~  est un imaginaire pur
a

Ao+l ia
Ona: % = 122”‘(32 = 2i. Donc

. ; b . o
— = 2i. Parconséquent — estun imaginaire pur.
a a

Partie 2

On pose : % =Ai on A= Im(%).

1. Dans un repere orthonormé direct on considere les points A(a), B(b) et H(h) ou % = % + %
h o _ A ; 141k
a. Montrer que 77~ = — (m) 1 ; puis déduire que (OH) L (AB).
o b S bt D h ab. ab Aia? Ai
na: —= = Alia .Donc = = = = .
a b—-a b-a b*-a*> a*-A?-1) -A%2-1
h (A
Alors: 37 = (A2+1)l'
ZHg — 20 h A 3 ZHg — 20 . 4
Comme = = - (2—)1 ; donc ——= €iR. Par conséquent (OH)L(AB)
zZg—2z4 b-a A2 +1 Zg — Zx

b. Montrer que bTZ = /\2% puis en déduire que les points H, A et B sont alignés .

ab Ai
on 4 h—“=a+b_a=%_1=1+)\i= 1 L
b-a b-a E—l Ai—-1 1+ =i A2+1
a
h—a 1
b—-a A2+1 " .
etona 2H — %4 = —4 = . Donc M € IR, Par conséquent les points
zg—2z4 b-a A?2+1 Zg — 2y

H, A et B sont alignés.

2. Soient I(m) le milieu du segment [OH]| et J(n) le milieu du segment [HB].



n S
- Montrer que = = Ad » b o
_h _ h+b no_ o kg 1bGHgp) 24 AiR+AD)
Ona m = 5 et 1 = —-. Donc —— = ha ™ 123 7 1-2a(i+)) T -1-F T sl
—Ai. Dou =i

m-—a

. En déduire que les droites (O]) et (AI) sont perpendiculaires et que O] = || x AL

Z]_ZO n X Z]—ZO . X
On a = =-Xi. Donc € iR. Parsuite (OJ) L (AI)
2 — 2y m—a Z1— 24
z; - 2o n , Z; — 20 ) |2y — 2o )
Enplus = :—Al —1 _ = |—/\l| _— = I/\l, DOI‘lC —_— = |A|.
Z1—24 mM-—a 21— 2y |21 — z4l Al

Par conséquent O] = |A| x Al

. Soit K le point d’intersection des droites (OJ) et (AI)
Montrer que les points K, I, H et ] sont cocycliques.

Ona (OH) L (AB) etlespoints H, A et B sont alignés, donc le triangle OHB est rectangle en H.
En plus I est le milieu de [AB] et ] est le milieude [HB] doncIH] est un triangle rectangle en H.
Notons par (C) le cercle circonscrit au triangle IHJ; donc le triangle IHJ a pour diametre [I]] .
d’autres partsona (OJ) L (AI) et Kestle point d’intersection de (Al) avec (OJ), donc le triangle
IK]J est rectangle en K. Alors le cercle circonscrit au triangle IKJ a pour diametre [I]].

D’ou les deux triangles IK]J et IHJ sont circonscrits par le cercle (C). Alors les points K, I, H et ] appar-
tiennent au cercle (C). D’ou les points K, I, H et ] sont cocycliques.

. Montrer que les droites (IJ) et (OA) sontperpendiculaires.

Dans le triangle OAJ,on a (OH) L (AJ) donc [OH] est la hauteur du triangle OA] issue de O.
Demémeona (AK) L (OJ) donc [AK] estla hauteur du triangle OAJ issue de A. Et comme les
droites (OH) et (AK) se coupent au point I ,alors I estl’orthocentre du triangle OA]J. Par suite
la troisieme hauteur du triangle. OAJ issuede | passe par I .Dou (I]) L (OA).




Exercice 3

Soit p un nombre premier impair et 4 un entier premier avec p .
pt Pt
1. Montrerquea z =1[p] ou a? =-1[p]
Puisque p estpremieret a et p sont premiers entre eux, alors d’apres le petit théoréme de Fermat,

ona: a’' =1[p].Etcomme p estlmpalralors p-1 estpalr dou a’'-1=(a %—1)(41% 1) . Par

suite a?'-1=0[p] & @7 -1)@= +1)=0[p] (a2+1—0[p] ou a7 ~1=0[p]) o
(a%51[27z] ou a%z—lpn]).Parconsequent a¥zl[p] ou aTE—l[p].

2. Soit x, une solution de I’¢quation ax’>=1[p] dans Z.

a. Montrer que x5 =1 (p] -
X, estune solution de I’équation ax’=1[p] & axi=1[p] & (FTkeZ):axj=1+pk o
(3k € Z) : xo(axe) +p(-k) =1 o (I(u,v) € Z?): xqu+pv =1.(Onpose u = ax, et v=—k).
Alors, d’apres le théoreme de Bézout p A x, = 1. Par suite d’aprés le petit théoréeme de Fermat, on a:

xh = 1(p] .
b. En déduire que a’' =1[p] .

Ona ax;=1[p] = (ax)’ = 1[p](Car la multiplication est compatible avec la congruence et
-1
£ eN)

= ap%lxg_1 1[p] or xg_l =1[p], alors a7 = 1[p]

3. Soit n e IN*.

2n+1 _ l)

a. Montrer que p|(2 - 27 =1 [p] .

Supposons que p|(2*"*!' - 1) = 22"

n\2
=1[p] = 20> )=1lp) = 2027 =1[p] =
(xo = 2" est une solution de I'équation 2x*> = 1[p]) = 27

Dou p|(2>"*'-1) = 27 =1][p].

1[p] d’apres la question II-2-b.

b. En déduire que I’équation. 11x+ (2°"*' —=1)y =1 admet au moins une solution dans Z>.
Pour cela montrons que “11 A (2" - 1) =1,

Supposons que 11 A (2%"*' —1) = 1 et puisque 11 est premier alors 11|(2*""' - 1) = 277 = 1[11]
(D’apreés la question I1-3-a.). Or 275 =25=32 et 32=-1 [11] ce qui est absurde car —1 # 1 Donc
11 ne divise pas (2°™' —1).Parsuite 11 A (2" -1)=1.

D’ou I'équation 11x + (2*"*' = 1)y =1 admet au moins une solution dans Z°.

4. On considére dans Z l’équation (F):x*>+5x+2=0[11].

a. Montrer que: (F) & 2(2x+5)>=0][11].
Ona: 2(2x +5)° =8x> +40x +50 et 8§x7=1[11].
=) xX>+5x+2=0[11] = 8x(x*+5x+2)=0[11] = 8x*+40x+16=0[11] =
22x+5)2-34=0[11] =2(2x+52=1[11]. (car 34=1[11]).
&) 22x+5°=1[11] = 8x*+40x+50=1[11] = 7x(8x*+40x+50)=7[11] =
56x%+280x+350 =7[11] = x*+5x+2=0[11](car 280 =5[11],343 =2[11] et 56=1[11]).
Dou (F) & 2(2x+5)*=1 (mod 11).

b. En déduire que I’équation (F) n’admet pas de solutions dans Z .
En posant X = 2x +5 donc l’équation (F) & 2X° =1 (mod p). Raisonnons par I'absurde et
supposons que I’équation (F) admet une solution x, € Z , donc I’équation 2X* = 1[11] admet
aussi une solution X, = 2x, + 5 , d’apres le résultat de la question 2 alors 277 =1 [11] donc
2° —1=0[11] c’est a dire 31 est divisible par 11, ce qui est absurde. D’oti I'équation (F) n’admet pas
de solutions dans Z.



Exercice 4

0 00
On rappelle que (M;(RR), +, x) est un anneau unitaire non commutatif de zéro la matrice O = [0 0 O) et
0.0 0
1 00
d’unité la matrice I =0 1 0) et que (M;(IR), +,.) est un espace vectoriel réel.
0 0 1
-1 -1 O
Soient la matrice: A=|-1 -1 0 ) et 'ensemble £ = {M(x) =1 +xA | x € R}
-1 1 -2

1. a. Vérifier que A® = —2A.

-1 -1 0\ /(-1 -1 0 2 2 0 -1 -1-0
-1 -1 0 -1 -1 o0|=]2 2 0:-2(—1 -1 0 |=-2A. Donc A®> = —2A

-1 1 -2 -1 1 -2 2 -2 4 -1 1 -2

Ona A’=

b. En déduire que Y(x;y) € R*; M(x) x M(y) = M(x + y — 2x9).
Soit (x;y) € R> ona M(x)xM(y) = (I+xA)(I+pA) = P +xI x A+yAxT+xyA® = [+(x+y)A+xy(-2A) =
I+(x+y-2xy)A(CarI’=1,IxA=AxI=A et A>=-2A) Dou: M(x)x M(y) = M(x +y — 2xy).

000
2. a. Calculer M(%)X(O 0 O).
00 1
000 3 -3 00 (0 00y (000 000
M(%)X(O 0 0):(—% 3 o)x(o 0 o):(o 0 o.D’ouM@)x(o 0 0]=0.
001 -3 3 o 1o o0 1/ 1000 001

b. En déduire que la matrice M(3) n’est pas inversible dans (M;(R), x) .

Raisonnons par I’absurde et Supposons que la matrice M(3) estinversibledans (M;(RR),x) donc

0 00
il existe une matrice N de M;(R) telleque NxM(1) =1, enmultipliant par la matrice (0 0 0)
0 01

000 0 00 0 00 000

on obtient NxM(%)x(O 00 :IX(O 0 0f donc NxO=|0 0 0f, dou O=|0 0 0)
0 01 0 01 0 01 0 01

ce qui est absurde. Donc la matrice  M(3) n’est pas inversible dans (M;(IR), x).

3. Montrer que &= {M(31)} est stable pour la multiplication dans M;(IR).

Soit (x;y) € R® telquex # 1 et y # 1 donc (x-1)(y-1) = 0;et puisque (x—1)(y-3) = -1(x+y-2xy-1)
alors x+y=2xy—1 # 0, donc x+y—2xy # 1. or M(x)xM(y) = M(x+y—2xy) alors M(x)xM(y) = M(3).
Donc (¥(x;p) € R’) M(x)x M(y) € £ - {M(3)}. Dou &-{M(})] est stable pour la multiplication
dans ' M;(RR).

4. Montrer que (£ - {M (3)},x) estun groupe commutatif.

Puisque £ — {M (%)} est stable pour la multiplication dans M;(IR) et x estasoociative dans M;(IR)
alors x est associative dans &£ — {M (%) etcommel = M(0)=1+0.AalorsI € £ - {M (%)}

Soit (x;y) € R* tel que x = %ety # 2 ,onaM(x)xM(y) = M(x+y—2xy) = M(y+x—2yx) = M(y)xM(x).
Donc V(x;y) € (R- {%})2 M(x)x M(y) = M(y) x M(x) alors x estcommutative dans & — {M (1)}.

Soit x € R— {1}, déterminons y de R - {1} tel que M(x) x M(y) =1 .

Mx)xM@)=l oMx+y-2xy)=M0)ox+y-2xy=0y2x-1)=x ©p = =

2x-1"
X 1 X 1 _ 1 X
Montrons que 5%~ € R- {1} . Eneffetona ;%= -1 = 2@ et

1 1 RS
o) 0 Donc 5= = 5 dou

(Vxe (R-{3}))(Fy e (R-{3}) / Mi(x)xM(y) =1 donc M(x)est inversible pour la multiplication des
matrices dans £ — {M (3)}.
Alors (€ — {M (1)}, x) est un groupe commutatif .
5. Onmunit € delaloi de composition interne T définie par : V(x;y) € R*; M(x)TM(y) = M (x+y-1)

On consideére I'application ¢ définie de R vers € par : (Yx € R); ¢(x) = M (5%)

2
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a. Montrer que ¢ est un homomorphisme de (RR, +) vers (£,T) et que @(R) = £.
Soit (x;y) € R* montrons que @(x +v) = @(x)TP(v).
Onag(x +y) = M(25) et p(x)To(y) = M (1) TM () = M (552 + 2 - 1) = M(=52),

2 2 2 2
Donc (Y(x;9) € R*);p(x +v) = @(x)T@(y) , par conséquent ¢ est un homomorphisme de (R, +) vers
(&,T).
Montrons que ¢(R) = £.

Puisque ¢ est une application de R vers £ alors ¢(IR) C &, il suffit de montrer que £ C ¢(R).
Soit M € £,dx € R: M = M(x) Déterminons un nombre réel y tel que ¢(y) = M .

Onago(y)zM@M(l%y):M(x)(:)I%y:x<:>y:1—2x.
Donc (Vx € R)(Jy € R) : ¢(y) = M(x). D'ou € C ¢(RR).
Par conséquent @(IR) = ¢(IR).
b. En déduire que (£, T) est un groupe commutatif.

Puisque (IR, +) est un groupe commutatif et ¢ est un homomorphisme de (IR, +) vers (£,T), alors
(p(R), T) est un groupe commutatif , or ¢(R) = £ donc (£,T) est un groupe commutatif.

6. Montrer que (£, T, x) est un corps commutatif.

On a montré que (£,T) est un groupe commutatif (question 5.a.) et on a montré que (€ — {M (3)},x)
est un groupe commutatif (question 4). Montrons que x est distributive par rapport a T dans £. Soient
(x,9,2) € R® montrons que M(x) x (M(y)TM(z)) = (M(x)x M())T(M(x) x M(z)).

En effet on a M(x) x (M(y)TM(z)) = M(x) x M(y+2-3)=M(x+p+z—- 3 -2x(y +z - 1))
=M(x+y+2z-2xy-2xz+x)=M(2x+y+2=2xy=2xz— ) et (M(x) x M(y))T(M(x) x M(z))
=M(x +vy—-2xy)TM(x + z — 2xz) :M(x+y—2xy+x+z—2xz—%)
d’ou M(x) x (M(y)TM(z)) = (M(x) x M(y))T(M(x)x M(z)) . Donc x est distributive par rapport a T dans .
(€,T) estun groupe commutatif
On aalors:{(€—{M(3)},x) estungroupe commutatif
x est distributive par rapport a T dans&

Donc (£,T, x) est un corps commutatif.
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