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Exercice 1

PartieI:

On consideére la fonction f définie sur I'intervalle I =[0,+oc0[ par: f(0)=0et f(x) =

x2Inx
x2+1
N

si x €]0, +oo[

Et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans unrepére orthonormé (O;1, f)

1.a.

1.b.

Etudier la continuité de f a droite en 0.

lim x*Inx = 0 2Inx
_ x—0t . _ . _ 4
Ona f(0)=0 et hm 241 =1 , alors xlggl+ el 0. Donc girgl+f(x) = f(0) . Par conséquent
x—0%

la fonction f est continue a droite en 0.

Etudier la dérivabilité de f a droite en 0, puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

f( ) f(O) x2Inx 0 x2lnx I 111T1+ Xan = O
i . X)— _ X%y - _ X2 _ xlnx x—0
Soit x>0 ona: 0 = Sy = 5t =2 s etcomme lim 2?41 = 1
x—0%
xlnx x)— f(0
alors lim — =0 dou lim f&) = /(0) =0 .Par conséquent la fonction f est dérivable
x—0t x* + 1 x—0% X =

adroiteen 0,etona: f;(0)=0".
Par suite la courbe (C) admet une demi-tangente horizontale a droite a I'origine O du repere.

. Calculer lim f(x)et lim fx) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—+o00 X—+00 X
(Vx €]0, +oof) , f(x) = oy x Inx
2 2
. X _ . _ . _
* Ona: xl_l)rfloox2+1_ :xlirﬂox?Jrlxmx_Jroo:xliIPoof(x)_+°O
lim Inx = +oo
X—+00
Par conséquent lim f(x) = +co.
X—+00
2
(Vx €]o, -|2-oo[) i L
2
. l b
¢ Ona:{ lim — = = lim —— x2% -0 .Par conséquent lim fx) =0.
X400 icnx+ 1 x—+o0 x2 + 1 X X—too X
lim — =0
X—>+oc0 X
x
* Ona lim f(x) =+4c0 et lim % =0 , alors la courbe (C) admet une branche parabolique au
X—+00 X—>+00

voisinage de +oco de direction asymptotique I’axe des abscisses.

. Soit ¢ la fonction définie sur ]0,+co[ par: ¢(x)=x"+ 1+ 2Inx.

. Dresser le tableau de variations de ¢.

Les fonctions x — x>+1 et x> 2lnx sont strictement croissantes sur ]0,+oo[ alors la fonction ¢ est

strictement croissante sur ]0, +oo[ comme somme des deux fonctions citées, etona lim @(x) = —c0
x—0t



et lim @(x) = 4+o0;. D’ou le tableau de variation de la fonction ¢ sur ]0,+oo[ est:

X—>+00

2.b. Montrer que I’équation ¢@(x) = 0 admet une solution unique B appartenant a l'intervalle |3, %[

(Ondonne In2=~0.7 et In3=1.1)

Puisque ¢ estcontinue et strictement croissante sur R , alors elle est continue et strictement croissante

sur l’intervalle [%, \%] , en plus on a go(%) = (%)2 +1+ 2ln(%) ~025+1-14 ~-0.15 ,etona

qo(\%) - (\/Lg)2 +1+ 2ln(\+§) =1+1-m3~0.33+1-1.1~0.23 ,dou ¢(3)x qo(\%) <0 ,alors d’apres
un corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires (TVI) 1'équation ¢(x) = 0 admet une solution

unique p appartenant a l’intervalle ]%,\%[

2.c. Montrer que f(f) = —’32—2.

2 2, 2 _% 2
Ona @(f)=0 & f+1+2n(p) =0 o In(p) =~ dou f(p) = LxP =~ (ﬁzﬂ ) -£.
3.a. Montrer que f est dérivable sur ]0,+oo[ etique Vx €]0,+oo], f'(x) = (’“p%.
x2+1

Ona (Vx €]0,+oo[ , f(x) = Zz x In(x).
Puisque les fonctions x — xfil et x —Inx sontdérivablessur ]0,+oo[, lafonction f estdérivable

sur ]0,+oo[ comme produit de ses deux fonctions.

2 ) 2 2 2xInx +x(x* + 1)
Soit x €]0,+0o[, f'(x) = (FxIn(x)) = (57) xInx+57x(Inx) = —Zxlnx+F5 = > =
(x241) (x2+1)

x(zlnx+x2+1) _ xp(x)
(1) (v1)
3.b. Donner le tableau de variations de f.
Puisque la fonction ¢ est strictement croissante sur ]0,+oco[ et p est'unique réel tel que ¢@(B) =0
, alors (Yx €]0,8] , ¢p(x) <0 et (Vx € [B,+c0[ , @(x) > 0 dou (Vx €]0,B], f'(x) <0 et
(Vx € [B,+oo[, f'(x) = 0. Par conséquent, le tableau de variations de la fonction f est:

7.

x 0 B +00
P(x) _ 5 .
fx) 0 - D +
o | ° ~— "
,f””’/’/’/’//"
1)=&
3.c. Montrer que % est 'unique solution de I’équation f(x) = 7 sur ]B,+od].

D’aprés la question (I—3.b) lafonction f estcontinue et strictement croissante sur 'intervalle [f, +oo]

et f([B, +oo]) = [—g, +oo[ et puisque 1 € [—%, +oo[ , alors d’apreés le théoréme de la bijection



I'équation f(x) = 7 admet une unique solution dans g, +oo.

Ona: f(l):(%)zx n(3) = (1) x ZpL _ ng

f R P
241
Orona ¢(f)=0 & p*+1+2np)=0 < Inp= —‘gz;l. Alors f(%) = —#1—+’g1 = -5~ 3. Donc
f(%) = 1, par conséquent % est I'unique solution de ’équation f(x) = 1 sur ]B,+ool.
3.d. Montrer que la droite d’équation y = fx — 1 est la tangente a la courbe (C) au point d’abscisse .

L’équation de la tangente a la courbe (C) au point d’abscisse % est y=f (B)(x - %) + f(%)

1ol 1)L +1-20In 1)L 2 1
Or f(%):% et f( ) ﬁ(()(ﬁzz(ﬁ)(ﬁ +1 22 (ﬁ))z(ﬁ)(p +1+ﬁ2+1) ﬁ (ﬂ )2_/3; c-a-d f/l) ﬁ
(ﬁ%ﬂ) (ﬁ%ﬂ) (ﬁ%ﬂ) big(g+ )
Alors y=f'(F)x-3)+f(3) ® y=Bx-f)+3 © y=pr—-1+3 & y=pxr—3.
Par conséquent la droite d’équation y = fx — 3 est la tangente a la courbe ' (C) au point d’abscisse %
4. Représenter graphiquement la courbe (C) dans le repere (O; ?,f)
(On admet que la courbe (C) posseéde deux points d’inflexion)
Courbe (C):
3 1
2 1
1y (©)
j
1 2 3 4 5 6
-1
Partie II :
On pose ]=]\/§,2[ et a= %
Soit ¢ la fonction définiesur = ]0,+oo[ par: g(x) = et
l.a. Etudier les variations de g.
() _(eg)ets xS

La fonction g est dérivable sur ]0,+co[ etona: g'(x)=

1
1+25

2
73
2\/e +% 2 +x12 \/ % x3 \/eHxL2
donc. (Yx€]), ¢'(x) = —5—. Etona Vx>0, >0, dou Vx>0, g'(x) <0.
Par conséquent la fonction g est strictement décroissante sur |0, +ool.
1.b. Montrer que (Yx€J), V3<g(x)<2
(On donne V3 ~1.73 , e% ~1.95 et e% ~ 1.87)
Puisque la fonction g est strictement décroissante sur ]0, +oof, Soit X e] donc V3 <x <2 alors
g(2) < g(x) < g(V3); or g(2 \/_’—\/6—4—68~187 et g(V3 \/_ \/e_§=e§:1.95.
Do V3 <1.87 <g(x) < 1.95 < 2. Parconséquent (Vxe€]), \/_ 3< g
2.a. En utilisant le résultat de la question I-3.c., montrer que : g(a) = a.
!

1Y
Nw 7
XN‘ L

D’apres la question (I —3.c.) ona: f(3)=1 o Lx

5 > 7 I o 1+p° = -2np. Alors



2.b.

3.b.

. On considére la suite (x,)

3.a.

1 —_
= Ve'*ar = Vel*F* = Ve 2Inb = ﬁ: /#:%:a (car B>0)
Montrer que: (Vxe]), [¢'(x)|< 5.
1+-L
D’apreés la question (II —1.a.) ona: (Vx€J), g'(x) = —ex—fz. Donc (Yx€]), g'(x) = —% , D’ou
g'00)] = &5
. \/g < g(x) <2 \V3 (x) 2 PSEEVE) ’ 2
Puisque (Yx €7]), {3\/§<x3 -3 lors £ <& <2, dou P < lg’(x)] <3

Par conséquent (¥Yx €J), |¢'(x)] < ﬁ

. Endéduire que: (Yx€J), [g(x)—af<Zzlx-al.

: 1 1
Puisque <z <1< V3, alors (Yx€]), a<x.
g est continue sur ]0,+oco[ = g est continue sur [a, x]
Soit x €], {g estdérivable sur ]0,+oo[, = g est dérivable sur |a, x|

(Vt € [a,x]), [g'(D)] < 25

Alors, d’apres le théoreme des inégalités des accroissements finis sur I'intervalle [a,x], ona |[g(x) -
g(a)| < 25lx - al.

Par conséquent, (¥x €]), |g(x) —al < 3\f|x al (Carg(a) = a).

o définiepar: x, =7 etpourtoutn e N, x,,; = g(x,).

Montrer que: (YneN), x, €].

Raisonnons par récurrence sur n.

e Initialisation: Pour n =0 ona x, = %; et comme V3 < % <2 alors x,€].

* Hérédité: Soit n e IN supposons que x, €], etmontronsque x,., €].

Démonstration : D’aprés (HR) ona x, €] donc V3<x,<2 or (VxeJ), g(x)e], donc g(x,)€].
Par conséquent x,,, €].

* Conclusion: (YneN), x, €].

Montrer par récurrence que : (Yn € N),

n
— 2 —
X, —al < (3\/5) |xo — a].
Raisonnons par récurrence sur n.
* Initialisation: Pour n=0 ona: |x,—a|<|x,—a|, doncla proposition est vraie pour # = 0.

22 Y4 4. . 2
* Hérédité: Soit n € IN, supposons que |xn - a| < (375) |x0 -«

n+1

et montrons que |x,,; — a|<(3w) |xo —al .

(Vxe]), [g(x)—a| < ﬁg|x—a|
(VneN), x, €]
xn+1—a|§ﬁﬁ|xn—a|. etd’aprées (HR), On

n n n+1

a: |xn—a|§(ﬁ§) |xo—a|, alors |x,,,-a Sﬁgx(ﬁ) |xo—a|. Dou |xn+1—a|§(3%/§) |xo — a].

+ Conclusion: (¥neN), xn—a|S(ﬁg) |xo — al.

Démonstration : D’aprés les questions Il —2.c. et II -3.a. ona: {

alors (Vn € IN),

glx,)=a| < 3\f|x —a| donc (YneNN),

. En déduire que la suite (x,,) LN converge vers a.

n n

2 . 2
Ona 2<3V3 = 0< \f<1:>n1_1)r£1w(m) =0 = lim (—\/_) |xo —a| = 0:>n1_1)r£1 |x,—a| =0,

donc la suite (x,) converge vers .

nelN




Exercice 2

On considére la suite numérique (U,)

1.
1.a.

1.b.

2.b.

2.d.

n-1 1
. Montrer que: Vn > 2, %Zln(S) < j In(x)dx < l Zln(
k=1 0

-1
ln
k=1

:

Slr—l

définie par: (Vn >2)

n>2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Montrer que pour tout entier k € {1,2,...,n— 1} et pour tout réel x € [k kzl] ona;
In(%) <In(x) < In(%2).
On sait que la fonction In est croissante sur |0, +oco[ et pour tout entier naturel n>2 ona

Vkefl,2,..,n-1}, £>0.

Soit x €[5, 5] ona §<x<Ki done In(£) < In(x) < In(k2),
Par conséquent (Vx € [% ’i] % n(x) < ln(’%l),

k+1

En déduire que: Vke{1,2,..,n—1}, %ln(z) < Jk" In(x)dx < %ln(k;—l)

Soit ke{l,2,..,n—1} Ona %<'ﬂ et la fonction In estcontinuesur [

- k k+1]

n’ n

k+1 k+1
et ln(%) <lIn(x) £ ln(kll) , alors en intégrant on obtient fk" ( )dx < f lnx dx < f k—)dx

k+1 k+1 "k

donc ln(%)fk" dx < f Cnxdx < In(¥21) [, dx donc ' iln(%) < [," Inxdx < lin(%1). Do

n
k+1

Vke{1,2,.,n-1}, Ln(5) < [," In(x)dx < Lin(E),

| =

n
k=2

D’aprés la question précédente, ona: Yk €{1,2,..,n~ 1}, —ln(%) < f " In(x)dx < Lin(®2),

n-1 n-1
1 " 1. k+1
en appliquant des sommes terme a terme on obtient : ; n(= ZJ In(x)dx < L ;ln( ” )
n-1 n-1
1 1 k
Ona Z; ;Zlﬂ(;)
k=1 k=1
n-1 ki 1
*) En appliquant la relation de Chasles sur les intégrales, on obtient : ZJ In(x)dx = J In(x)dx.
k 1
k=17 W
n—-1 n n
, ) 1, k+1, 1,k 1, k
%) En posant k’ =k + 1, 0n obtient Z;ln( - ) = Zzln(z) = Zzln(z)
k=1 k’=2 k=2
n-1 k 1 1 n
D’ou Vn>2, %Zln(z) < £ In(x)dx < — Z
k:
En déduire que : f In(x)dx <U, - Lin(L).
- n, ok 1,1
Zln( Zln —ln +ln(;) = L ln(n)—ln , d’ou Zln Un—;ln(;).
Par conséquent’ U, <j In(x)dx <U, - 1In(1)
. Montrerque: -1+1<U,<-1+1— 1ln( ).
D’apreés la question précédente, ona: f In(x)dx <U, - Lin(L) donc
I In(x)dx+1ln(L f In(x)dx. Or I In(x)dx = [xlnx—x]l =0-1-(1In(1)-1) = —1+1-11n(1).
Par conséquent —1 +i<U,<-1+1 llqln(n)
Déterminer lim U,.
n—+o0
lim —in(L) = 1im 20 g L1 1
Ona: (n7re 7 i nore H donc lim -1+—-—In(=) =-1. Alors, d’apres le théoréeme
lim “l+— =1 e nonon
n—+oo



des gendarmes lim U, = -1

n—+oo

Exercice 3

Soit O € [0, x|

Partie I :

On considére dans ’ensemble des nombres complexes € l’équation (E,) d’inconnuez

1.a.

1.b.

2.b.

(Eg): 2>+ (1-i)e%z—ie? =0

2 2
Vérifier que: (Eq) & (22 +(1- i)ew) = ((1 + i)eie) .
2 2 2 2
Ona: (22 +(1- i)elg) = ((1 + i)e’e) S (22 +(1- i)elg) - ((1 + i)elg) =0
42 + 4(1 - )92 + (1 - )% = (1 +1)%e* = 0 © 42% + 4(1 - i)eiez —2ie*? -2i = 0 o
4(7;2 +(1-i)e?z - ieiw) =0 & 22+ (1-i)e%2-ie?’ =0 & (Ey).
2 2

Dlott (59)@(2z+(1—i)e"@) =((1+i)ei9).

En déduire les deux solutions z; et z, del’équation (Ey) avec Im(z;)<O0.
2 2

(Eg) & (2z+(1—i)ei9) = ((1+i)ei9) & 2z+(1=0)e"? = (1+i)e’? ou 2z+(1-i)e'? = —(1+i)e”® o z =ie'

T
, o z=ie"” & Im(z)=cosO.
ou z=-¢9. Or 0 o ) , et puisque 6 €]0,n[, alors
¢ z=—e" =—cosO —isin0 & Im(z) = —sin6
—sinf < 0, par conséquent z;, = —e'% et z, =ie®.
s S 0
. Montrer que : 357 = ~tan(3).
6 2] 0
_i0 -’72 (772 2isin(2
Ona: ot o 1= _ (L) o) o)
22+t i(1+e’9) ie’f(e’7+e"'7) i2cos(3)
VRGN z1+1 _ Q
Dou 25 =—tan(3).
En déduire la forme exponentielle du nombre complexe 72
; ; . i i 0, .0 i 0 isint
L zqtiz, _ zg+1-1+izy, _ zp+1 izp—=1 _ 2] ’(22"") _ ) . —singy+icosy 1(5052“51”2)
Ona Zp+i 2y +i T zy+i + 2z tan(2)+ Z+ tan(2)+z - cos? - cos? ’
‘ 0 i(o5x)
or 0<O<m o 0<2<Z donc cos?>0, dou -5 >0, parsuite 272 =¢2¢Z —¢ -
2 2 2 coss Zp+i coss cosZ
2 2 2
: )
Dou &tz — 1 ez(%).

2+ cos?

Partie II :

>

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O;ii,7), on considere les points A, B et C d’affixes

respectives a = ¢ b=(1+i)e® et c=b-a.

Soient m un nombre réel de ]0,1[, R la rotation de centre O et d’angle Z et le point Q d’affixe g = me'.

1.a.

1.b.

2.

0

Déterminer 'affixe p du point P 'image du point Q par la rotation R .

Ona: R=R(0,%) donc M'(z')=R(M(z)) & 2’ = e'?z o 72/ =iz

Donc P(p)=R(Q(q)) © p=iq & p=mic”. Donc p = ima.

Vérifier que: R(A)=C.

Posons A’ = R(A) donc z, =iz, =ia=ie’’ =b—a donc z, =c dou R(A) =C.

Soit H le point d’affixe h = %eie .



2.a. Montrer que: 5~ =""=i et e = e
. . . . . i0 2 2
p=4 _ ima—a _ ia(m+i)im—i) _ ie"(m’+1) _ m>+41
* On a h mei? - meit - mei® ~ Tm 1.
m-—1
h-a _ me® _ MRS i _ i _ 1
* Ona p-a ~ ima—a ~ im-1 ~ (m—-i)(im-1) = i(m?+1) ~ m?+1°

2.b. En déduire que H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AP).

x Ona: (AP,AH) = arg( Y2n] & (AP, AH) = arg(—=)2n] & (AP,AH) = 0[2n]. Donc Les
points A, H et P sont ahgnes (Car —5>0)
* Ona: (O—H),E’)) = arg(5)2n] & (OH,AP) = arg(m 1i)[2n] < (O—H),ﬁ) = Z[2n]. Donc

(OH) L (AP). (Car ’"m“z € iR™)
Par conséquent H € (AP) et (OH) L (AP), alors H est le projeté orthogonal de O sur la droite (AP).

. b-h _ 1

2.c. Montrer que : oh = il
Ona: b-h _ (1+i)619—%619 _ vt _ Q+i)m—i)=m _ m—itim+l-m _ i(m=i-1) _ 1
q-h = me0-Te0 T m-J m(m—i)-m —  m(m—i-1) ~ m(m-i-1). m""

2.d. En déduire que les droites (QH) et (HB) sont perpendiculaires .
Ona Z_—Z —1 donc Z:—Z € iR", par suite les vecteurs HQ ‘et HB sont orthogonaux, par conséquent

les droites (QH) et (HB) sont perpendiculaires.
2.e. Montrer que les points A, Q, H et B sont cocycliques.

* D’aprés la question précédente, on a = Li, donc Z’h ¢ R donc les points Q, H et B ne sont pas

b-h
q-h
alignés, par conséquent les points A, Q H et B ne sont pas alignés non plus.

. b-h q-a _ 1 . ma—a _ 1 : -1 m—1 b-h qa
* Ona: Th X bma = wlh X e = m = 7= donc e eR.
Comme les points A, Q ,H et B ne sont pas alignés et th X % , alors les points A, Q, H et B sont
cocycliques .

Exercice 4

On considére dans Z x Z l'équation: (E): y = yx—35 ou a,b,c et d sontdes entiers naturels non nuls
vérifiant: aAb=cAd=1.

1. On suppose que I’équation (E)  admet une solution (xy, y,).

l.a. Montrer que: d divise bc
Ona: (E) & y=3x—5 & bdy =adx - bc.
Supposons que (x,,7,) estunesolutiondel’équation (E) donc bdy, = adx,—bc donc adx,-bdy, = bc

donc d(ax, — by,) = be, alors d divise bc.

1.b. En déduire que : ~d divise b.

Ad=1
Ona: {; b , alors, d’apres le théoréeme de Gauss, d | b.
c

2. On suppose que d diviseb etonpose b =mnd ou n estun entier naturel non nul.

2.a. Montrer qu’ilexiste (#,v) € NxIN tel que dnu—av =1.
On suppose que d|b etonpose b=nd ou nelN".
D’aprés le théoréme de Bézout, aAb =1« I(p,q) € N*: bp+aq=1 donc Yk € Z: bp + abk —

kelN
abk+aq =1 = b(p+ak)—a(bk —q) =1. Déterminons les valeurs de k qui vérifient prare
bk —qeIN
> >-L2
prakz0 - K20 ks max(2, ).
bk —q >0 k>1 !
Posons k, = 1+E(2,1) et u=p+ak, et v =">bk,—q, alors (u,v) € N’>:bu—-av =1 donc

d(u,v) e NxIN telque dnu—-av=1.



2.b. En déduire que 'ensemble des solutions de I’équation (E) est:

S = {(-ven + bk, —ucn + ak) [k € Z}

D’aprés la question 2.a.,ona I(u,v) e NxIN :dnu—-av =1 = be(dnu)—bec(av) = be
= bednu —dncav = bc = ad(—vcen) — bd(—ucn) = be, alors (—vcn, —ucn) est une solution dans Z°
de I’équation adx — bdy = bc. D’ou (—vcn, —ucn) est une solution dans Z*> de I’équation (E).

t—¢ donc {ad(—vcn) —bd(—ucn) = bc

Soit (x,y) € Z*> une solution de I’ équation (E), donc y = %
adx — bdy = bc

al(y+ucn)

= ad(x +ven) = bd(y + ucn) = a(x +ven) = b(y + ucn) = { (caranb=1)

bl (x +wvcn)

= (ke {x —ven + bk

Y = —ucn + ak
Inversement, soit k € Z, vérifions que (—vcn + bk, —ucn + ak) estune solution de I’équation (E).
Eneffetona: ad(-vcn)—bd(—ucn) = —adven+bducn = dnc(—av+bu) = be(bu—av) = bc (car bu—av = 1)
D’ou ad(—vcn)—bd(—ucn) = bc, donc (—vcn + bk, —ucn + ak) est une solution de ’équation (E).
Par conséquent ’ensemble des solutions de I’équation (E) est:S = {(—vcn + bk, —ucn + ak)/k € Z}.

— 3 s __2
y= 2975x 119

3. Résoudre dans Z x Z I'équation (F):

(On donne 2975 =119 x 25).
Enposant a=3, b=2975,c=2 et d=119 ona 'm=3=22=25aAb=1 et cAd=1.Doncon

11
est dans les conditions de la question 2. et ’équation. (F) < (E), alors d’aprés la question 2.a., I(u,v) €
2975 =3%x991 +2
3=2+1

S..Iw‘

INxIN/dnu—av =1. Déterminons u et v al'aide del’algorithme d’Euclide : {

2=b-991a

2=a-1
= b-99la=a-1 = b-992a=-1 = 2b-1984a=-2 = 2b-1984a+a=1 = b(2)-a(1983) =1
donc u =2 et v=1983. D’apreésla question 2.b. les solutions de I’équation (E)

sont (—ven+bk,—ucn+ak) = (-1983x2%x25+2975k, -2x2%x25+3k) = (-99150+2975k,-100+3k)/k € Z.
D’ou I'ensemble des solutions de 1’équation (F) est S ={(-99150 + 2975k, -100 + 3k)/k € Z} .

Exercice 5

0 00
On rappelle que (IM;(IR), +,x) est un anneau unitaire non commutatif de zéro la matrice O = 0 0) et
0 00
100
d’unité la matrice I ={0 1 0).
0 01

On munit I'ensemble [E = {x +iy/x € Zety € Z} par laloi de composition interne * définie par:
V(x,9,x,9) € ZY (x+iy)* (x' +iy) = (x + (=1)’x) + (y + V)i .
Partie I :
l.a. Vérifierque: (1—1)*(3+2i)=-2+1.
Ona: 1-i€E et 3+2i€E donc (1-i)*(3+2i)=(1+(-1)"%x3)+(-1+2)i=(1-3)+i=-2+i.
1.b. Montrer que laloi * n’est pas commutative dans [E.
Ona: (3+2i)=*(1-1) = (3+(—1)2><1)+(2—1)i =4+i, etcomme (1-1i)*(3+2i)=-2+i donc

(1-1)*(3+2i) # (3+2i)+(1—i). Alorsil existe deux nombres complexesde E: z=1-i et 2/ =3+2i
tels que z=*z" # 2z xz. Par conséquentlaloi * n’est pas commutative dans [E

2. Montrer que laloi »* estassociative dans [E.



4.b.

Soient (x,v,x",v',x",y") € 7% doncx + vieE, xX’+yie€E et x"+9"icE. Alors:

O ((x+yi)*(x’+y'i))* (x +9”7i) = ((x+(=1)Yx")+ (v +9)i)*(x"+y"7) = (x+(—1)3’x’)+(—1)y+y'x”+(y+y’+y”)z‘ =
X+ (1% + ()Y + (+ v + )i

O (x+pi)+((+y'D)*(x"+9"1)) = (x+ i) (("+ (=1 x") + (¥ +9")i = (x+ (1)’ (X' + (=1 x") + @+’ +y")i =
X+ (1% + (-1 x” +(y+y +v")i
(

i
Alors ((x + i)+ (X’ +v'i)) * (x” +9"i) = (x + pi) * ((x" + ¥'i) * (x” + y"i)). D'oulaloi * estassociative dans
E.

. Montrer que 0 est I’élément neutre pour laloi * dans IE.

% ) = -1 0 | = j
Soit (x,y) € ZxZ donc x+yi €E.Ona: 0+ (x+yi) = (04 (1) x) H(O+ P)i = x +1 Donc
(x+pi)*0=(x+(-1)Y X0+ (0+y)i =x + i
VzeE; 0z =2z+0=2z. Parconséquent 0 est I’élément neutre pour laloi * dans E.
. Vérifier que : (x ) € Z% (x +iy)* (-1 'x —pi) =
Soit (x,y) €Z?, ona: (x+ip)*((-1)"x—pi) =x+ (-1)! x (1) x+ (y-p)i = x + (-1)?'x + 0i =

x+(-1)'x =x- x—O (Car (-1)¥ =1).
Dot Y(x,y) € Z% (x+iy) = ((-1)"""x - i) =

Montrer que ([E,*) estun groupe non commutatif.

On vient de montrer dans les questions précédentes que :

* Laloi * n’est pas commutative dans [E

* Laloi * est associative dans E

* 0 est I’élément neutre pour la loi * dans [E

* Montrons que chaque élément de E admet un symétrique dans [E. Onavudansla question 4.a. que:
V(x,9) € ZxZ; (x+iy)*((-1*'x-pi) = 0 etona: ((-1)""'x—pi)s(x+pi) = (=1 x+(-1)?x)+(-y+y)i =
—(-=1)’x + (-1)’x + 0i = 0. Donc chaque élément x +yi de E admet un symétrique ((-1 1P x — Vi)
pour laloi * dans IE.

Alors (IE,*) estun groupe non commutatif.

Partie II :

Soient les deux ensembles F = {x +2yi/x € ZetyeZ} et G={M(x,yp) = (O 10

1.a.

1.b.

2.

2.a.

1 x v
/x€eZetyeZ}

0 0 1

Montrer que I[F est un sous-groupe de (IE,*).

*x VY(x,y)€Z’ x+2yi€E donc FCE. Enplus F#2@ car 0=0+2x0i donc 0¢€T.

* Soit (x’,y’) € Z’ on a d’aprés I-4.a., le symétrique de x’+2y’i pourlaloi * dans [Eest

(~1)**'x — 2pi = —x" - 29/i. Alors Y(x,x’,v,9) € Z* (x + 2pi) (X' + 2y'1) " = (x + 2pi) * (—x' — 2y/i) =
X=x-x )

Y=y-y

Donc VY(x,x’,y,v) € Z% (x + 2pi) * (x' + 2y’i)"" € F. Par conséquent IF est un sous-groupe de ([E, *).

(x+(=1)P(=x))+ (2p-2y)i = (x - x') + 2(y = ¥')i = X + 2Yi (en posant {

Montrer que la loi. *+ est commutative dans [F.

Soit (x,x",v,%') € 7% ona:

* (X +2pi)* (X +290) = x + (-1)Px + 2y + 29)i = (x +x) + 2(y + V)i

*  (x) +2900) % (x + 2pi) = x" + (-1)¥'x + (2y" +2y)i = (X" +x)+2(y + )i

Puisque l'addition est commutative dans Z alors (x +x’) + 2(y +¥')i = (x" +x) + 2(y" + y)i donc
V(x,x',9,9)) € Z*; (x + 2yi) * (x" + 29/i) = (X" + 2v’i) * (x + 2pi). Par conséquentlaloi * est commutative
dans F.

Soit ¢ lapplication définiede F vers IM;(R) par: Y(x,y) € Z% @(x + 2pi) = M(x, )
Q IF — M;(RR)
x+2yi —  @(x+2yi) = M(x,y)

Montrer que ¢ est un homomorphisme de (IF,*) vers (IM;(R),x).
* Soit (x,x,y,v)€Z* ona: (x+2pi)*(x' +2¢i) =x+(-1)?x" + 2y +2y)i = (x + x') + 2(y + V)i



2.b.

1 x+x" p+y
* @((x+2pi)+ (X +29"1)) = p((x +x) + 2(y +v)i) = M(x +x",y + V') = (0 1 0 )
0 0 1

1 x vy 1 x vy 1 X' +x v +y
* Ona: (p(x+2yi)><(p(x’+2y’i):M(x,y)xM(x’,y’):(O 1 O)X(O 1 0):(0 1 0 )
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Alors V(x,x',v,7y) € Z% @((x + 2pi) * (X" + 29"i)) = @(x + 2i) x p(x” + 2y'i). Par conséquent ¢ estun
homomorphisme de (F,*) vers (IM;(R),x).
Montrer que ¢@(IF) =G.
* Puisque VY(x,x",9,9’) € 74 @(x + 2yi) = M(x,y) alors VY(x,x",y,7") € 7% @(x +2yi) € G. Dou
@(F) Cc G.
* Soit M €G donc (x,y) € Z’/M = M(x,y) donc I(x,y) € Z*/M = @(x +2yi) donc M € ¢(F).
D'ou VM e G; M € ¢(F). Dou G C ¢(F).
Par conséquent ¢([F) = G.

. En déduire que (G, x) est un groupe commutatif.

@ est un homomorphisme de (IF,*) vers (IM;(R),x)

Puisque 1 (IF,*) estun groupe commutatif , alors (@(F),x) est un groupe
P(F) =G

commutatif et par conséquent (G, x) est un groupe commutatif.
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