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TRONC COMMUN SCIENTIFIQUE S. EL JAAFARI

Chap13 : PRODUIT SCALAIRE DANS LE PLAN
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1- DEFINITION DU PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS

DEFINITION 1

Soient A, B et C trois points du plan et H le projeté
orthogonal de C sur la droite p𝐴𝐵q tel que les vec-
teurs Ý→𝐴𝐵 et ÝÝ→𝐴𝐻 sont de même sens.
Le produit scalaire des vecteurs Ý→𝐴𝐵 et Ý→𝐴𝐶 est
le nombre réel Ý→𝐴𝐵.Ý→𝐴𝐶 = AB×AH, et se lit Ý→𝐴𝐵 sca-
laire Ý→𝐴𝐶

A B

C

H

Figure 1 : 𝐻 ∈ r𝐴𝐵q

DEFINITION 2

Soient A, B et C trois points du plan et K le projeté
orthogonal de C sur la droite p𝐴𝐵q tel que les vec-
teurs Ý→𝐴𝐵 et Ý→𝐴𝐾 ont des sens opposés.
Le produit scalaire des vecteurs Ý→𝐴𝐵 et Ý→𝐴𝐶 est
le nombre réel Ý→𝐴𝐵.Ý→𝐴𝐶 = - AB×AK et se lit Ý→𝐴𝐵
scalaire Ý→𝐴𝐶 A B

C

K

Figure 2 : 𝐾 ∉ r𝐴𝐵q

Remarques :

▴ Soient ⃗𝑢 “
Ý→𝐴𝐵 et ⃗𝑣 “

Ý→𝐶𝐷 deux vecteurs colinéaires, alors :
#

⃗𝑢. ⃗𝑣 “ 𝐴𝐵 × 𝐶𝐷; 𝑠𝑖 ⃗𝑢 𝑒𝑡 ⃗𝑣 sont de même sens
⃗𝑢. ⃗𝑣 “ ´𝐴𝐵 × 𝐶𝐷; 𝑠𝑖 ⃗𝑢 𝑒𝑡 ⃗𝑣 ont des sens opposés.

▴ Soient A, B, C et D quatre points du plan. Alors Ý→𝐴𝐵.Ý→𝐶𝐷 “
Ý→𝐴𝐵.ÝÝ→𝐶′𝐷′ où C’ et D’ sont les projetés

orthogonaux respectifs des points C et D sur la droite p𝐴𝐵q .

A
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(a) Figure 3

A
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(b) Figure 4
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C' D'

(c) Figure 5

2- NORME D’UN VECTEUR
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Soient A et B deux points du plan. On pose ⃗𝑢 “
Ý→𝐴𝐵.

⨀ Puisque B est le projeté orthogonal de B sur la droite p𝐴𝐵q , alors ⃗𝑢. ⃗𝑢 “
Ý→𝐴𝐵.Ý→𝐴𝐵 “ 𝐴𝐵 × 𝐴𝐵 “ 𝐴𝐵2.

⨀ On a : ⃗𝑢2
“ ⃗𝑢. ⃗𝑢 “

Ý→𝐴𝐵.Ý→𝐴𝐵 “
Ý→𝐴𝐵

2
, appelé le carré scalaire des vecteurs ⃗𝑢 et Ý→𝐴𝐵.

⨀ ⃗𝑢2 et Ý→𝐴𝐵
2
sont des nombres positifs.

⨀ On a : Ý→𝐴𝐵
2

“ 𝐴𝐵2
“ }

Ý→𝐴𝐵}
2. D’où }

Ý→𝐴𝐵} “ 𝐴𝐵 “

b

Ý→𝐴𝐵
2
.

⨀ De même ⃗𝑢2
“ } ⃗𝑢}

2 d’où } ⃗𝑢} “
?

⃗𝑢2.

REMARQUE

La norme } ⃗𝑢} du vecteur ⃗𝑢 est sa longueur.

3- FORMULE TRIGONOMETRIQUE DU PRODUIT SCALAIRE

PROPOSITION

⋇ Soient A, B et C trois points du plan tels que 𝐴 ‰ 𝐵 et 𝐴 ‰ 𝐶. Alors on a :

Ý→𝐴𝐵.Ý→𝐴𝐶 “ 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × 𝑐𝑜𝑠p z𝐵𝐴𝐶 q

⋇ Soient ⃗𝑢 et ⃗𝑣 deux vecteurs non nuls. Alors :

⃗𝑢. ⃗𝑣 “ } ⃗𝑢} × } ⃗𝑣} × 𝑐𝑜𝑠p ⃗𝑢; ⃗𝑣 q

FIGURE 2 – Formule trigonométrique du produit scalaire

4- PROPRIETES DU PRODUIT SCALAIRE
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PROPRIETES DU PRODUIT SCALAIRE

Pour tous vecteurs ⃗𝑢, ⃗𝑣 et 𝑤⃗ et pour tout nombre réel k, on a :
⊛ ⃗𝑢. ⃗𝑣 “ ⃗𝑣. ⃗𝑢
⊛ ⃗𝑢.p ⃗𝑣 ` 𝑤⃗q “ ⃗𝑢. ⃗𝑣 ` ⃗𝑢.𝑤⃗
⊛ ⃗𝑢.p𝑘 ⃗𝑣q “ p𝑘 ⃗𝑢q. ⃗𝑣 “ 𝑘p ⃗𝑢. ⃗𝑣q

⊛ ⃗𝑢2 ≥ 0
⊛ ⃗𝑢2

“ 0 si, et seulement si ⃗𝑢 “ 0⃗

PROPOSITION : IDENTITES REMARQUABLES

Soient ⃗𝑢 et ⃗𝑣 deux vecteurs quelconques. Alors, on a :
⊛ } ⃗𝑢 ` ⃗𝑣}

2
“ p ⃗𝑢 ` ⃗𝑣q

2
“ ⃗𝑢2

` 2 ⃗𝑢. ⃗𝑣 ` ⃗𝑣2 “ } ⃗𝑢}
2

` 2 ⃗𝑢. ⃗𝑣 ` } ⃗𝑣}
2

⊛ } ⃗𝑢 ´ ⃗𝑣}
2

“ p ⃗𝑢 ´ ⃗𝑣q
2

“ ⃗𝑢2
´ 2 ⃗𝑢. ⃗𝑣 ` ⃗𝑣2 “ } ⃗𝑢}

2
´ 2 ⃗𝑢. ⃗𝑣 ` } ⃗𝑣}

2

⊛ p ⃗𝑢 ` ⃗𝑣qp ⃗𝑢 ´ ⃗𝑣q “ ⃗𝑢2
´ ⃗𝑣2 “ } ⃗𝑢}

2
´ } ⃗𝑣}

2.

EXPRESSIONS DU PRODUIT SCALAIRE

Soient ⃗𝑢 et ⃗𝑣 deux vecteurs quelconques et A, B, C et D quatre points du plan.
1⃝ ⃗𝑢. ⃗𝑣 “ } ⃗𝑢} × } ⃗𝑣} × 𝑐𝑜𝑠

`

⃗𝑢; ⃗𝑣
˘

2⃝ ⃗𝑢. ⃗𝑣 “ 1
2

´

} ⃗𝑢 ` ⃗𝑣}
2

´ } ⃗𝑢}
2

´ } ⃗𝑣}
2
¯

3⃝ ⃗𝑢. ⃗𝑣 “ 1
2

´

} ⃗𝑢}
2

` } ⃗𝑣}
2

´ } ⃗𝑢 ´ ⃗𝑣}
2
¯

4⃝ Ý→𝐴𝐵.Ý→𝐶𝐷 “
Ý→𝐴𝐵.ÝÝ→𝐶′𝐷′ où C’ et D’ sont les projetés orthogonaux respectifs des points C et D sur la droite

p𝐴𝐵q

PROPOSITION

Soit ABC un triangle. Alors, on a :
★ Ý→𝐴𝐵.Ý→𝐴𝐶 “ 1

2

´

𝐴𝐵2
` 𝐴𝐶2

´ 𝐵𝐶2
¯

★ Ý→𝐵𝐴.Ý→𝐵𝐶 “ 1
2

´

𝐵𝐴2
` 𝐵𝐶2

´ 𝐴𝐵2
¯

★ Ý→𝐶𝐴.Ý→𝐶𝐵 “ 1
2

´

𝐶𝐴2
` 𝐶𝐵2

´ 𝐴𝐵2
¯

5- ORTHOGONALITE ET PRODUIT SCALAIRE

PROPOSITION

Soient ⃗𝑢 et ⃗𝑣 deux vecteurs quelconques.
⋇ Si ⃗𝑢 “ 0⃗ ou ⃗𝑣 “ 0⃗ , alors : ⃗𝑢. ⃗𝑣 “ 0
⋇ Les vecteurs ⃗𝑢 et ⃗𝑣 sont orthogonaux si, et seulement si ⃗𝑢. ⃗𝑣 “ 0.
Autrement dit : ⃗𝑢 ⟂ ⃗𝑣 si, et seulement si ⃗𝑢. ⃗𝑣 “ 0.

6- RELATIONSMETRIQUES DANS UN TRIANGLE RECTANGLE

PROPOSITION

Soit ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur la droite p𝐵𝐶q. Alors, on a :
‚ BC2

“ 𝐴𝐵2
` 𝐴𝐶2 (Théorème de Pythagore)

‚ BA2
“ 𝐵𝐻 × 𝐵𝐶 et 𝐶𝐴2

“ 𝐶𝐻 × 𝐶𝐵

4



ht
tp
s :
//
w
w
w.
di
m
am

at
h.
co
m

‚ HA2
“ 𝐻𝐵 × 𝐻𝐶

Ces relations sont appelées les relations métriques dans le triangle rectangle ABC

H

FIGURE 3 – Triangle rectangle en A

7- THEOREME D’AL KASHI

THEOREME D’AL KASHI

Dans un triangle ABC tel que 𝐴𝐵 “ 𝑐, 𝐴𝐶 “ 𝑏 et 𝐵𝐶 “ 𝑎, on a :
‚ 𝐵𝐶2

“ 𝐴𝐵2
` 𝐴𝐶2

´ 2𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × 𝑐𝑜𝑠p p𝐴 q ou encore : 𝑎2 “ 𝑏2 ` 𝑐2 ´ 2𝑏𝑐 × 𝑐𝑜𝑠p p𝐴 q

‚ 𝐴𝐵2
“ 𝐶𝐴2

` 𝐶𝐵2
´ 2𝐶𝐴 × 𝐶𝐵 × 𝑐𝑜𝑠p p𝐶 q et 𝑐2 “ 𝑎2 ` 𝑏2 ´ 2𝑎𝑏 × 𝑐𝑜𝑠p p𝐶 q

‚ 𝐴𝐶2
“ 𝐵𝐴2

` 𝐵𝐶2
´ 2𝐵𝐴 × 𝐵𝐶 × 𝑐𝑜𝑠p p𝐵 q et 𝑏2 “ 𝑎2 ` 𝑐2 ´ 2𝑎𝑐 × 𝑐𝑜𝑠p p𝐵 q.

FIGURE 4

REMARQUES
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‚ Dans un triangle non aplati, lorsqu’on connaît les longueurs de ses trois côtés on peut calculer les mesures
de ses angles : 𝑐𝑜𝑠p p𝐴 q “ 𝑏2`𝑐2´𝑎2

2𝑏𝑐 .
‚ Lorsqu’on connaît les longueurs de deux côtés d’un triangle et une mesure de l’angle formé par ses côtés, on
peut calculer la longueur du troisième côté : 𝑐2 “ 𝑎2 ` 𝑏2 ´ 2𝑎𝑏 × 𝑐𝑜𝑠p p𝐶 q.

8- THEOREME DE LAMEDIANE

THEOREME DE LAMEDIANE

Soit r𝐴𝐵s un segment et I son milieu. Alors pour tout point M du plan, on a :

𝑀𝐴2
` 𝑀𝐵2

“ 2𝑀𝐼2 `
1
2𝐴𝐵

2

.

FIGURE 5

8- AIRE D’UN TRIANGLE ET FORMULES DES SINUS

PROPOSITION

Soit ABC un triangle et S son aire. Alors, on a :
▶ 𝑆 “ 1

2𝑎𝑏 × 𝑠𝑖𝑛p p𝐶 q “ 1
2𝑎𝑐 × 𝑠𝑖𝑛p p𝐵 q “ 1

2𝑏𝑐 × 𝑠𝑖𝑛p p𝐴 q

▶ 𝑠𝑖𝑛p p𝐴 q

𝑎 “
𝑠𝑖𝑛p p𝐵 q

𝑏 “
𝑠𝑖𝑛p p𝐶 q

𝑐 “ 2𝑆
𝑎𝑏𝑐 .
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