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Chapitre 12 : TRANSFORMATIONS DU PLAN
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I- TRANSFORMATION DANS LE PLAN

DEFINITION 1

Une transformation du plan 7 est une application T du plan P dans lui méme qui associe a chaque
point M du plan P wun point M’, on écrit T(M) = M’, qui vérifie une ou plusieurs conditions. On écrit
aussi :

T:P — P
M — TM)=M

EXEMPLE
On considére A et B deux points fixes du plan P .

Soit f latransformation du plan P définie par: f(M)= M’ telleque MM’ = MA + 2AB..

A B 2AB M

MA

Ficure 1

REMARQUE
Les transformations du plan qu’on va étudier cette année sont : la symétrie axiale; la symétrie centrale; la
translation et ’homothétie.

DEFINITION 2
Soit T une transformation du plan. P et soit A un point du plan.
On dit que Le point A est invariant par la transformation T si, et seulementsi T(A) = A

II- SYMETRIE AXIALE

DEFINITION

Soit (A) une droite du plan P.

La symétrie axiale d’axe ' (A) est la transformation du plan qui transforme tout point M du plan en un
point M’ tel que la droite (A) soit la médiatrice du segment [MM’].

La symétrie axiale d’axe (A) estnotée: S).

Autrement dit: M’ = S,)(M) si, et seulementsi (A) estla médiatrice du segment [MM’].

REMARQUE
M’ = Sy (M) siladroite (A) passe par le milieu du segment [MM’'] et (A) L (MM’').
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PROPOSITION 1 (Propriétés de conservation)

Soit S(a) la symétrie axiale par rapport a la droite (A).

A Tous les points de la droite (A) sont invariants par la symétrie axiale S(x).

A Lasymétrie axiale S(,) conserve:
* Jl’alignement des points : Les symétriques de trois points alignés par une symétrie axiale sont alignés.
* ladistance entre deux points : un segment et son image par une symétrie axiale ont la méme longueur.
* le parallélisme : les images de deux droites paralleles par une symétrie axiale, sont paralleles.
* les mesures des angles : un angle et son symétrique par une symétrie axiale ont la méme mesure.
* les périmetres et les aires.

PROPOSITION 2 (Images de quelques figures par une symétrie axiale)

¢ Lesymétrique d’'une droite (D). par une symétrie axiale S(,) estune droite (D’) telles que:

« (D)II(D) si (D)1l (A)

* (D), (A) et (D’) secoupenten un pointsi (D) et (A)ne sont pas paralléles.
¢ Le symétrique d'un segment [AB] par une symétrie axiale S(,) est un segment [A'B’] tels que
A" =S5 (A) et B =Suy(B) et A'B'= AB.
¢ Les symétriques de deux droites paralleles par une symétrie axiale S(,) sont deux droites paralleles
entre elles.
¢ Les symétriques de deux droites perpendiculaires par une symétrie axiale S(,) sont deux droites per-
pendiculaires entre elles.
¢ Lesymétriqued’un cercle C(O,r) parunesymétrie axiale S, estuncercle C’(O’,r)de méme rayon
tel que O = S»)(0).
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FiGure 3 Ficure 4
Symétrique d’un cercle par une symétrie axiale

III- SYMETRIE CENTRALE

DEFINITION

Soit Q) un point du plan P.

La symétrie centrale de centre () estla transformation du plan qui transforme tout point M du plan en un
point M’ tel que le point () soit le milieu du segment [MM’].

La symétrie centrale de centre () estnotée: Sg.

Autrement dit: M’ = Sq(M) si, et seulementsi () estle milieu du segment [MM’].

M\
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S, M) = 1"1"\\
\M.
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PROPRIETES

Soit () wun point du plan.
* () estl'unique point invariant de la symétrie centrale Sg.




* So(M) =M’ sietseulementsi QM = —OM.
*x Si Sq(A)=A" et Sqo(B) =B, alorsle quadrilatere ABA’B’ est un parallélogramme.

PROPRIETE CARACTERISTIQUE DE LA SYMETRIE CENTRALE

Une transformation T du plan est une symétrie centrale de centre (), sietseulement si pour tous les points
MetNduplanona: M'N’ = ~MN avec TM)=M" et T(N)=N"

PROPOSITION 1quad (Propriétés de conservation)

Soit Sn la symétrie centrale de centre le point ().
A Leseul point invariant par la symétrie centrale S est son centre Sq.
A Lasymétrie centrale S conserve:
* Jl’alignement des points : Les symétriques de trois points alignés par une symétrie centrale sont
alignés.
* la distance entre deux points : un segment et son image par une symétrie centrale ont la méme
longueur.
* le parallélisme : les images de deux droites paralléles par une symétrie centrale, sont paralléles.
* les mesures des angles : un angle et son symétrique par une symétrie centrale ont la méme mesure.
* les périmétres et les aires.

PROPOSITION 2 (Images de quelques figues par une symétrie centrale)

¢ Le symétrique d’une droite (D) par une symétrie centrale Sn est une droite (D’) telles que
(D) Il (D).

¢ Le symétrique d'un segment [AB] par une symétrie centrale Sy est un segment [A'B’] tels que
A" =Sq(A) et B'=Sqg(B) et A'B'= AB.

¢ Le symétrique d'un cercle C(O,r) par une symétrie centrale Sy est un cercle C(O’,r) de méme
rayon et tel que O’ = Sq(O).

¢ Les symétriques de deux droites paralléles par une symétrie centrale Sy sont deux droites paralléles
entre elles.

¢ Les symétriques de deux droites perpendiculaires par une symétrie centrale Sy sont deux droites
perpendiculaires entre elles.

¢ Lesymétrique d’un triangle par une symétrie centrale Sy est un triangle.

IV- TRANSLATION

DEFINITION
Soit # un vecteur du plan.
La translation de vecteur # est la transformation du plan qui transforme tout point M du plan en un

->

—
unique point M’ tel que. MM’ = u .
La translation de vecteur 1 est notée t;.

: ’ . . T N
Autrement dit: M’ =1t;(M) si, et seulementsi MM’ = u.

Remarque

Soient A et B deux points distincts du plan. La translation qui transforme A en B est la translation de vecteur
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FIGURE 6
Les images de quelques figures par une symétrie centrale
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FIGURE 7

AB. Etona: pour tous les points M et M’ du plan, tﬁ (M) =M’ si,etseulementsi MM’ = AB.

PROPRIETES

Soit t; une translation de vecteur non nul ii.

A Aucun point du plan n’est invariant par la translation t; .

A Soient A et B deux points du planet A" =t;(A) et B = tz(B), alors AB = AB etle quadrilatéere
AA’B’'B est un parallélogramme.

PROPRIETE CARACTERISTIQUE DE LA TRANSLATION

Une transformation T du plan est une translation de vecteur i, siet seulement si pour tous les points M
et Nduplanona: M'N’ = ~MN avec TM)=M" et T(N)=N"




PROPOSITION

Soit t; latranslation de vecteur non nul #. La translation t; conserve :
* lalignement des points : Les images de trois points alignés par la translation f; sont alignés.
* ladistance entre deux points : un segment et son image par la translation f; ontla méme longueur.
* le parallélisme : les images de deux droites paralléles par la translation t;, sont paralleles.
* les mesures des angles : un angle et son symétrique par la translation t; ontla méme mesure.
* les périmetres et les aires.

PROPOSITION

A L’image d’une droite (D) par latranslation t; estune droite (D’) tellesque (D)]| (D).

A L’image d'un segment [AB] par la translation t; est un segment [A’B’] tels que A" = t;(A) et
B’ =t;(B) et A’B’ = AB.

A L’image d’un angle par la translation ¢; estun angle de méme mesure.

A L’image d’un cercle C(O,r) par la translation t; est un cercle C’(O’,r) de méme rayon tel que
O’ = 5q(0).

A L’image d’un triangle par la translation ¢; est un triangle .

A Lesimages de deux droites paralleles par la translation t; sont deux droites paralléles.

A Les images de deux droites perpendiculaires par la translation f; sont deux droites perpendiculaires.
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FiGure 8
Les images de quelques figures par une translation

IV- HOMOTHETIE

DEFINITION
Soit () wun point du plan et soit k un nombre réel non nul.




LChomothétie de centre () et de rapport k est la transformation du plan qui transforme tout point M du
plan en un unique point M’ tel que QM’ = kQOM .

L’homothétie de centre () et de rapport k est notée h(Q, k).

Autrement dit: M’ = h(Q,k)(M) si, et seulementsi QM’ = kQM.

m}

O

a

O

a

Remarques

Si k=1 alors tous les points du plan sont invariants par ’homothétie h(Q,1).

Si k= —1 alors ’homothétie h((), —1) estlasymétrie centrale de centre ().
h(C,k)(M) =M’ sietseulementsi h(Q,1)(M’) = M.

Si |k| > 1 alors’homothétie h((),k) estun agrandissement.

Si |k|] <1,k # 0 alors’homothétie h((),k) estune réduction.

PROPRIETES

Soit h(Q), k) une homothétie dans le plan.

® Le seul point invariant de ’homothétie h((), k) estson centre ().

® Si h(Q,k)(A)=A" et h(Q,k)(B) =B’ alorsle quadrilatere AA’B'B est un trapéze.
® L’homothétie h(Q, k) ne conserve ni les distances ni les périmétres ni les aires.

PROPRIETE CARACTERISTIQUE DE THOMOTHETIE

Une transformation T du plan est une homothétie de centre () et de rapport k si et seulement si pour tous
les points M et Ndu planona: M'N’ = kMN  avec T(M)=M" et T(N)=N".

PROPOSITION 1 (Propriétés de conservation)

Soit h(Q),k) I’homothétie de centre () et derapport k. Alors ’homothétie h(Q,k) conserve :

A lalignement des points : Les images de trois points alignés par ’homothétie h(Q, k) sont alignés.
A le parallélisme : les images de deux droites paralléles par I'homothétie h((), k) sont paralléles.

A Lesimages de deux droites perpendiculaires par I’homothétie h(Q), k) sont perpendiculaires.

A les mesures des angles : un angle et:son image par I’homothétie #(Q,k) ont la méme mesure.

PROPOSITION 2 (Images de certaines figures par une homothétie)

A L’image d’une droite (D) parl’homothétie h(Q), k) estune droite (D’) tellesque (D) | (D).

A L’imaged’unsegment [AB] parl’homothétie h((), k) estunsegment [A’B’] telsque A’ = h(Q, k)(A)
et B'=h(Q,k)(B) et A'B’ = |k|x AB.

A L’imaged’uncercle C(O,r) parl’homothétie h(Q,k) estuncercle C'(O’,+")telque O’ = h(Q,k)(O)
etr = |k|xr.

A L’image d’un triangle par I’homothétie h((), k) est un triangle .

A Lesimages de deux droites paralléles par 'homothétie h(Q, k) sont deux droites paralléles.

A Les images de deux droites perpendiculaires par I’homothétie h(Q, k) sont deux droites perpendicu-
laires.
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FIGURE 9

Les images de quelques figures par une homothétie de rapport 2



