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Tronc Commun Scientifique S. EL JAAFARI

Chapitre 9 : LE CALCUL TRIGONOMÉTRIQUE
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I- CERCLE TRIGONOMÉTRIQUE - LE RADIAN

I-1- CERCLE TRIGONOMÉTRIQUE

Définition

Soit C un cercle de centre le point O et de rayon r.
On dit que C est un cercle trigonométrique si, et seulement si :

� son rayon r = 1
� il est muni d’une origine I
� il est orienté positivement ( dans le sens contraire du mouvement des aiguilles d’une montre)

En plus si tous les cercles du plan sont orientés positivement, on dit que le plan est direct ou qu’il est orienté
positivement.

I-2- LE RADIAN

Définition

Le radian, noté rad, est une unité de mesure des angles du système international, il est défini comme l’unité
de mesure de l’angle au centre d’un cercle qui intercepte un arc de cercle de longueur égale au rayon de ce
cercle.

Figure 1 – Cercle trigonométrique

O

I

A

rayon = 1

1 rad

Figure 2 – le radian

REMARQUE

Dans un cercle CpO,rq si M est un point de ce cercle et la mesure de l’arc de cercle centré en O est inférieure à
2π, alors une mesure en radian de l’angle zIOA est égale à r rad.

I-3- RELATION : RADIAN - DEGRÉ - GRADE

Proposition : Correspondance degré - radian - grade

� Chaque angle géométrique peut être mesuré en degré : °, en radian : rad ou en grade : gr.
� Si α,β et γ sont les mesures respectives d’un angle en degré, en radian et en grade, alors
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α,β et γ sont proportionnelles respectivement à 180, π et 200.

α
180

�
β

π
�

γ

200

ANGLES REMARQUABLES

Angle en degré 0 30 45 60 90 180 360

Angle en radian 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 2π

II- ANGLES ORIENTES

II-1- ENROULEMENT D’UNE DROITE AUTOUR DU CERCLE

TRIGONOMÉTRIQUE

Dans le repère orthonormé
�
O; i⃗ , j⃗
�

, on consi-
dère le cercle trigonométrique CpO,1q et une
droite pIT q tangente au cercle CpO,1q en I
et orientée telle que le vecteur j⃗ soit un vecteur
directeur de pIT q .
Si on enroule la droite pIT q autour du cercle
CpO,1q on associe à tout point N d’abscisse x de
la droite pIT q un unique point M du cercle
CpO,1q.
Ainsi la longueur de l’arc de cercle �IM est égale
à la longueur x du segment rIN s .

O

I

J

M

E

N(x)

Figure 3 - enroulement d’une droite autour du
cercle trigonométrique

II-2- ABSCISSE CURVILIGNE D’UN POINT SUR LE CERCLE

TRIGONOMÉTRIQUE

Théorème et définition

Soit CpO,1q un cercle trigonométrique.
� Achaquenombrerel α correspond un unique point M du cercle CpO,1q .
� Lenombrerel α s’appelle une abscisse curviligne du point M et on écrit Mpαq.
� Si α est une abscisse curviligne d’un point M, alors tout nombre réel qui s’écrit sous la forme
α� 2kπ , où k PZ , est aussi une abscisse curviligne du point M.
� P armitouteslesabscissescurvilignesd1unpointM,ilexisteuneseulequiappartientl1intervalle
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s�π;πs, on l’appelle l’abscisse curviligne principale de M

REMARQUE

Pour représenter des points du plan dont on connait les abscisses curvilignes, il faut d’abord déterminer
leurs abscisses curvilignes principales.

II-3- ANGLE ORIENTE DE DEUX DEMI-DROITES AYANT MÊME ORIGINE.

Définition 1

On considère deux demi-droites ayant même origine O, rOxq et rOyq.
♣ Le couple

�rOxq; rOyq� détermine un angle orienté de deux demi-droites, noté {�rOxq; r0yq�
♣ Le couple

�rOyq; rOxq� détermine un angle orienté de deux demi-droites, noté {�rOyq; r0xq� .

O x

(a) Angle orienté {pOx;0yq

O x

(b) Angle orienté {pOy;0xq

Figure 3

Définition 2

Soit CpO,1q un cercle trigonométrique de centre O et d’origine le point I, et soit {�rOxq; r0yq�
un angle orienté de deux demi-droites de même origine O.
Les deux droites rOxq et rOyq coupent le cercle CpO,1q respectivement en deux points I et M;
Soit α une abscisse curviligne du point M sur CpO,1q .

♣ Le nombre réel α est appelé mesure de l’angle orienté {�rOxq; r0yq� .
♣ Pour tout k P Z le nombre réel α � kp2πq b est aussi une mesure de l’angle orienté
{�rOxq; r0yq� .

♣ On a : pOx;Oyq � α� kp2πq { k PZ .

Proposition

On considère trois demi-droites ayant une même origine O, rOxq, r0yq et r0zq. Alors :
� pOx;Oxq � 2kπ;pk PZq.
� pOy;Oxq � �pOx;Oyq� kp2πq
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� pOx;Oyq� pOy;Ozq � pOx;Ozq� kp2πq . Cette relation s’appelle relation de Chasles

REMARQUE

Parmi les mesures d’un angle orienté de deux demi-droites ayant une même origine, il existe une
unique mesure qui aappartient à l’intervalle s � π,πs , appelée mesure principale de cet angle
orienté

II-4- ANGLE ORIENTE DE DEUX VECTEURS

Définition

Soient O un point du plan et u⃗ et v⃗ deux vecteurs non nuls.
On considère les demi-droites rOxq et rOyq dirigées respectivement par les vecteurs u⃗ et v⃗ .
♠ L’angle orienté des deux vecteurs u⃗ et v⃗ ‘ ; dans cet ordre est l’angle orienté p {Ox;Oy q on
le note

�y⃗u; v⃗
�

♠ On a alors :
�
u⃗; v⃗
�� pOx;Oyq

O x

Figure 4 – Angle orienté de deux vecteurs

Proposition

Pour tous les vecteurs u⃗, v⃗ et w⃗ non nuls, on a :
�

�
u⃗; u⃗
�� 2kπ où k PZ

�

�
u⃗;�u⃗�� π� 2kπ où k PZ

�

�
v⃗; u⃗
����u⃗; v⃗

�� 2kπ où k PZ
�

��u⃗;�v⃗�� �u⃗; v⃗
�� 2kπ où k PZ

�

��u⃗; v⃗
�� �u⃗; v⃗

��π� 2kπ où k PZ
�

�
u⃗; v⃗
�� �v⃗; w⃗

�� �u⃗; w⃗
�� 2kπ où k PZ (Relation de Chasles)

III- LES RAPPORTS TRIGONOMÉTRIQUES D’UN NOMBRE RÉEL

III- 1- COSINUS - SINUS - TANGENTE D’UN NOMBRE RÉEL
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Définition

Soit (C) un cercle trigonométrique de centre O et d’origine I, et soit J le point de (C) tel que�ÝÑ
OI ;

ÝÑ
OJ
�� π

2 r2πs et soit (T) la tangente à (C) au point I .
Soit M un point de (C) d’abscisse curviligne le nombre réel x.
♦ L’abscisse xM du point M dans le repère orthonormé

�
O;
ÝÑ
OI,

ÝÑ
OJ
�

est appelé cosinus du
nombre réel x et est noté cos(x) = xM .
♦ L’ordonnée yM du point M dans le repère orthonormé

�
O;
ÝÑ
OI,

ÝÑ
OJ
�

est appelé sinus du
nombre réel x et est noté sin(x) = yM .
♦ Si en plus M � J et M � J 1 et P est le point d’intersection de la tangente (T) avec la droite
pOMq. On appelle tangente du nombre réel x la distance algébrique entre I et P et on note
tan(x) = IP

O

J

I

P

I'

J'

M(x)

cos(x)

sin(x)

tan(x)

x

Figure 5 – Cosinus - Sinus - Tangente d’un réel x

Proposition

Pour tout réel x on a :
f �1 ¤ cospxq ¤ 1. f �1 ¤ sinpxq ¤ 1.
f cos2pxq� sin2pxq � 1. f cospx� 2kπq � cospxq.
f sinpx� 2kπq � sinpxq. f tanpx� kπq � tanpxq.

En plus si x � π
2 � kπ{k PZ on a :

f tanpxq � sinpxq
cospxq . f 1� tan2pxq � 1

cos2pxq

III- 2- RELATIONS ENTRE LES RAPPORTS TRIGONOMÉTRIQUES

III-3- RAPPORTS TRIGONOMÉTRIQUES DES ANGLES USUELS
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IR

O

+

(a) Rapport trigonométrique de π� x et π� x

M

O

+

- sin(x)

(b) Rapport trigonométrique de π
2 � x et π

2 � x

Figure 6

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π

cos(x) 1
?

3
2

?
2

2
1
2 0 �1

sin(x) 0 1
2

?
2

2

?
3

2 1 0

tan(x) 0
?

3
3 1

?
3
Â

0

III-4- Signe des rapports trigonométriques sur s �π,πs

Proposition 1

Soit (C) un cercle trigonométrique de centre O et d’origine I et soit M un point de (C) d’abscisse
curviligne x. Alors :

� cos(x) = 0 ô x ��π
2 ou x � π

2
� cos(x) ¥ 0 ô x P r�π

2 ,
π
2 s .

� cos(x) ¤ 0 ô x Ps�π,�π
2 s Y rπ2 ,πs

Proposition 2

Soit (C) un cercle trigonométrique de centre O et d’origine I et soit M un point de (C) d’abscisse
curviligne x. Alors :

� sin(x) = 0 ô x � 0 ou x � π
� sin(x) ¥ 0 ô x P r0,πs .
� sin(x) ¤ 0 ô x Ps�π,0s
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Figure 7 – Tableau de signe de cos(x)

O

Figure 8 – lecture graphique du Signe de cos(x)

Figure 9 – Tableau de signe de sin(x)

e

O

Figure 10 – lecture graphique du Signe de sin(x)

Proposition 3

Soit (C) un cercle trigonométrique de centre O et d’origine I et soit M un point de (C) d’abscisse
curviligne x{x ��π

2 et x � π
2 . et soit (T) la tangente à (C) à son origine I. Alors :

� tan(x) = 0 ô x � 0 ou x � π ou x ��π
� tan(x) ¥ 0 ô x Ps�π,�π

2 rYr0, π2 r .
� tan(x) ¤ 0 ô x Ps� π

2 ,0sYsπ2 ,πs

IV- REPRÉSENTATION DES FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES

IV-1- ETUDE DE LA FONCTION SINUS

Définition

� La fonction : x ÞÝÑ sinpxq est appelée la fonction sinus. Elle est définie sue R.
� Puisque, pour tout réel x on a ; sinpx� 2kπq � sinpxq, on dit que
la fonction sinus est périodique de période 2π.
� Puisque, pour tout réel x on a ; sinp�xq � �sinpxq, on dit que
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Figure 11 – Tableau de signe de cos(x) Figure 12 – lecture graphique du Signe de cos(x)

la fonction sinus est impaire.
� Puisque la fonction sinus est 2π - périodique et impaire, on peut étudier la fonction sinus
seulement sur l’intervalle r0,πs

Proposition

� Pour tout px,yq P r0, π2 s � r0, π2 s tel que x ¤ y, on a : sinpxq ¤ sinpyq. On dit que
la fonction sinus est croissante sur l’intervalle r0, π2 s
� Pour tout px,yq P rπ2 ,πs � rπ2 ,πs tel que x ¤ y, on a : sinpxq ¥ sinpyq. On dit que
la fonction sinus est décroissante sur l’intervalle rπ2 ,πs

Figure 13 – Tableau de variation de la fonction sinus

−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6
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0
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Figure 14 – Représentation graphique de la fonction sinus
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IV-2- ETUDE DE LA FONCTION COSINUS

Définition

� La fonction : x ÞÝÑ cospxq est appelée la fonction cosinus. Elle est définie sue R.
� Puisque, pour tout réel x on a ; cospx� 2kπq � cospxq, on dit que
la fonction cosinus est périodique de période 2π.
� Puisque, pour tout réel x on a ; cosp�xq � cospxq, on dit que
la fonction cosinus est paire.
� Puisque la fonction cosinus est 2π - périodique et paire, on peut étudier la fonction cosinus
seulement sur l’intervalle r0,πs

Proposition

Pour tout px,yq P r0,πs � r0,πs tel que x ¤ y, on a : cospxq ¥ cospyq. On dit que
la fonction cosinus est décroissante sur l’intervalle r0,πs

Figure 15 – Tableau de variation de la fonction cosinus

−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0

f

Figure 16 – Représentation graphique de la fonction cosinus

IV-3- ETUDE DE LA FONCTION TANGENTE

Définition

� La fonction : x ÞÝÑ tanpxq est appelée la fonction tangente. Elle est définie sur
R�tπ2 � kπ{k PZu.
� Puisque, pour tout réel x � π

2 � kπ{k PZ on a ; tanpx� kπq � tanpxq, on dit que
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la fonction tangente est périodique de période π.
� Puisque, pour tout réel x � π

2 � kπ{k PZ on a ; tanp�xq � �tanpxq, on dit que
la fonction tangente est impaire.
� Puisque la fonction tangente est π - périodique et impaire, on peut étudier la fonction
tangente seulement sur l’intervalle r0, π2 r

Proposition

� Pour tout px,yq P r0, π2 r�r0, π2 r tel que x ¤ y, on a : tanpxq ¤ tanpyq. On dit que
la fonction tangente est croissante sur l’intervalle r0, π2 r
� Pour tout px,yq Ps� π

2 ,0s�s� π
2 ,0s tel que x ¤ y, on a : tanpxq ¤ tanpyq. On dit que

la fonction tangente est croissante sur l’intervalle s � π
2 ,0s

Figure 17 – Tableau de variation de la fonction
tangente

−11 −10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Figure 18 – Représentation graphique de la fonc-
tion tangente

V- ÉQUATIONS ET INÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES

V-1- ÉQUATION : cos(x) = a - INÉQUATIONS : cospxq ¥ a ; cospxq ¤ a

Proposition

Soit a PR.
� Si |a| ¡ 1, alors l’équation cospxq � a n’admet pas de solutions dans R donc S � ∅.
� Si |a| ¤ 1, alors il existe un réel α tel que : cospαq � a. Par conséquent l’ensemble des

solutions dans R de l’équation cospxq � a est : S � tα� 2kπ,�α� 2kπ{k PZu.
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REMARQUE

▲ L’ensemble des solutions de l’équation cospxq � 1 est S � t2kπ{k PZu
▲ L’ensemble des solutions de l’équation cospxq � �1 est S � tπ� 2kπ{k PZu
▲ L’ensemble des solutions de l’équation cospxq � 0 est S � tπ2 � kπ{k PZu

EXEMPLE 1

Résoudre dans l’intervalle r�π,πs ‘ ; l’inéquation : cospxq ¤ 1
2 .


Onsaitque cos(π
3q�cosp�π

3 q� 1
2


 Surlecercletrigonomtriqueonplacelespointsd1abscissecurvilignesrespectives -π3 et π
3 .


 L1arcbleusurlecercletrigonomtriquequicorrespond cos(x) ¤ 1
2 montre que

S � r�π,�π
3 s Y rπ3 ,πs.

EXEMPLE 2

Résoudre dans l’intervalle r�π,πs l’inéquation : cospxq ¥
?

2
2 .


Onsaitque cos(π
4q�cosp�π

4 q�
?

2
2


 Surlecercletrigonomtriqueonplacelespointsd1abscissecurvilignesrespectives -π4 et π
4 .


 L1arcrougesurlecercletrigonomtriquequicorrespond cos(x) ¥ 1
2 montre que

S � r�π
3 ,

π
3 s.

Figure 19 – Exemple 1 Figure 20 – Exemple 2

V-2- ÉQUATION : sinpxq � a - INÉQUATIONS : sinpxq ¥ a ; sinpxq ¤ a

Proposition

Soit a PR.
� Si |a| ¡ 1, alors l’équation sinpxq � a n’admet pas de solutions dans R donc S � ∅.
� Si |a| ¤ 1, alors il existe un réel α tel que : sinpαq � a. Par conséquent l’ensemble des

solutions dans R de l’équation sinpxq � a est : S � tα� 2kπ,π�α� 2kπ{k PZu.

REMARQUE

▲ L’ensemble des solutions de l’équation sinpxq � 1 est S � tπ2 � 2kπ{k PZu
▲ L’ensemble des solutions de l’équation sinpxq � �1 est S � t�π

2 � 2kπ{k PZu
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▲ L’ensemble des solutions de l’équation sinpxq � 0 est S � tkπ{k PZu
EXEMPLE 1

Résoudre dans l’intervalle r�π,πs l’inéquation : sinpxq ¤ 1
2 .


Onsaitque sin(π
6q�sinp 5π

6 q� 1
2


 Surlecercletrigonomtriqueonplacelespointsd1abscissecurvilignesrespectives π6 et 5π
6 .


 L1arcbleuducercletrigonomtriquecorrespondauxvaleursdexpourlesquelles sin(x) ¤ 1
2 .

Donc S � r�π, π6 s Y r5π
6 ,πs.

EXEMPLE 2

Résoudre dans l’intervalle r�π,πs ‘ ; l’inéquation : sinpxq ¥
?

2
2 .


Onsaitque sin(π
4q�sinp 3π

4 q�
?

2
2


 Surlecercletrigonomtriqueonplacelespointsd1abscissecurvilignesrespectives π4 et 3π
4 .


 L1arcrougesurlecercletrigonomtriquecorrespondauxpointsducercletrigonomtrique

d’abscisse curviligne x tels que sinpxq ¥
?

2
2 . Donc S � rπ4 , 3π

4 s.

Figure 21 – Exemple 1 Figure 22 – Exemple 2

V-3- ÉQUATION : tanpxq � a - INÉQUATIONS : tanpxq ¥ a ; tanpxq ¤ a

Proposition

Soit a PR.
Alors il existe un réel α Ps � π

2 ,
π
2 r tel que : tanpαq � a. Par conséquent l’ensemble des

solutions dans R de l’équation tanpxq � a est : S � tα� kπ{k PZu.

EXEMPLE 1

Résoudre dans l’intervalle s � π
2 ,

π
2 r l’inéquation : tanpxq ¤ ?

3.

Onsaitque tan(π

3q�?3

 Surlecercletrigonomtriqueonplacelepointd1abscissecurviligne π3 .


 L1arcrougeducercletrigonomtriquecorrespondauxvaleursdexpourlesquelles tan(x) ¤?
3
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Donc S �s� π
2 ,

π
3 s.

EXEMPLE 2

Résoudre dans l’intervalle s � π
2 ,

π
2 r l’inéquation : tanpxq ¥ �

?
3

3 .

Onsaitque tan(-π

6q��
?

3
3


 Surlecercletrigonomtriqueonplacelepointd1abscissecurviligne -π6 .


 L1arcbleusurlecercletrigonomtriquecorrespondauxpointsducercletrigonomtrique

d’abscisse curviligne x tels que tanpxq ¥ �
?

3
2 . Donc S � r�π

6 , π2 r.

D

G

Figure 23 – Exemple 1 Figure 24 – Exemple 2

VI- ANGLES INSCRITS - QUADRILATÈRES INSCRIPTIBLES
VI-1- ANGLES INSCRITS - ANGLES AU CENTRE

Définition

Soit (C) un cercle de centre O, et soient A et B deux points du cercle (C).
� Soit M un point du cercla (C). L’angle {AMB est appelé un angle inscrit au cercle (C) qui
intercepte la corde rABs.
� L’angle zAOB est appelé un angle au centre du cercle (C). On dit que l’angle au centre zAOB
intercepte l’arc du cercle �AB

Proposition

Soit (C) un cercle de centre O, et soient A et B deux points du cercle (C).
� Si deux angles inscrits dans un cercle (C) interceptent la même corde, alors ils sont isomé-
triques ou supplémentaires
Autrment dit : {AMB�zANB ou {AMB�zANB� π
� Si un angle inscrit et un angle au centre intercepte le même arc de cercle, alors la mesure de
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l’angle au centre est le double de celle de l’angle inscrit
Autrement dit : zAOB� 2{AMB

O B

A

M

N

Figure 25 –{AMB�zANB

O B

A

M

C

Figure 26 –{AMB�zACB� π

VI-2- QUADRILATÈRES INSCRIPTIBLES

Proposition

Un quadrilatère ABCD est inscriptible si, et seulement si : zDAC �zDBC ou zDAB�zDCB� π

REMARQUE

Un quadrilatère est inscriptible si ses quatre sommets appartiennent à un même cercle.

VI-3- RELATIONS MÉTRIQUES DANS UN TRIANGLE

B

A

D

C

Figure 27 –zDAC �zDBC

B

A

D

C

Figure 28 –zDAB�zDCB� π
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Proposition

Soit ABC un triangle.
On pose : a� BC;b � AC;c � AB et S son aire et p � a�b�c son périmètre et R et r les rayons
respectivement des cercles circonscrit et inscrit au triangle ABC . Alors :

▲
a

sinp pAq �
b

sinppBq �
c

sinp pCq � 2R� abc
2S

▲ S � 1
2absinp pCq � 1

2acsinppB� 1
2bcsinp pA

▲ S � 1
2rp

▲ S � abc
4R

.

Figure 29 – Relations métriques dans un triangle ABC
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