2eme BIOF SM S. EL JAAFARI

SERIE 4: DERIVABILITE ET SES APPLICATIONS

Exercice 1

On considere une fonction f définie et continue sur [0,1] et dérivable
sur |0,1[ telle que: f(0)—f(1)=-1.
Montrer, en utilisant le théoreme de Rolle que :
/(o) 4
dc€]0,1]), =
(3e €0, 1)) c (c2+1)?
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Exercice 2

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [%,5[ par: f(x) =75 —sinx
et soit (u,) la suite numérique définie par :

ug €)%, 5[

Upe = f(u,), ¥neN
@ Montrer que I'équation f(x) = x admet une unique solution «
dans ]%,% )
@ Montrer que : (VnelN, ¢ <u,<7.
@@ Montrer que (Vx €]%, 5[, |f'(x)| <

@ En déduire que: (VnelN), |u,,; —a| < glun —al.

@ Calculer lim u,.

n—+o0o
\ J
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Exercice 3

Soit t un nombre réel tel que t >0 etsoit n un entier naturel non
nul.

On considere la fonction f, définiesur [0,1] par f,:x+—x"—¢t(1-x).
@ Prouver que I’équation f,(x) =0 admet une unique solution u,
dans ]0,1].

@ Montrer que pour tout entier naturel nonnul n ona:

Jua1 () = —2(1 - un)z'

@ Déduire que la suite (un)neN* est croissante.

@ En déduire que la suite (un) . ©stconvergente et calculer
n

sa limite.




Exercice 4

Onnote f lafonction définie sur I'intervalle [0,1] par: f(x)= cos(ﬁ).
@ Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et calculer f’(0).
@ Démontrer que (Yt €[0,1]) : 0 <sin(t) <t.
@ Justifier que la fonction f admet un unique point fixe @ dans
10, 11.

Démontrer que la fonction f est 1—lipschitzienne sur [0,1].

2
@ On consideére la suite numérique (u,) définie par:

uy, €[0,1]
un+1:f(u ) VnelN
la| Montrer que (YneN); |u, oz|<( )|u0 al.

'b| En déduire que la suite (1,) converge vers a.

Exercice 5

On considere la fonction numérique f définie sur 'intervalle [0,+oo[
par: f(x)=arctan(x)+1.
Montrer que f est une bijection de [0,+oo[ vers un intervalle] a
déterminer.
@ la| Montrer que I'équation f(x)=x admet dans [0,+co[ une
solution unique notée S etque 0<p<3.
'b| Etudier le signe de f(x)—x.
Montrer que f([0,+oo[) C [0, +oo].

On considere la suite numérique (u,),cn telle que uy =3 et

(Vn < N) Up1 = f(”n)'
la| Montrer que (VneN); u, > 3.
n)

@ Montrer que la suite (u,),n est décroissante.
Montrer que (u,),en st convergente et calculer sa limite.

.

Exercice 6

On considere la suite numérique (a,),cn définie par:
ag = \/E
1+\/1+a%

an+1 = a,

Montrer que (VYneIN); \/_<a <1++2.

®
@@ Montrer que (Yne€IN); W 1+a,V3> V6.
b]

En déduire que (YnelN); |a,,, — V3| <kla, - V3| ;ouk estun




nombre réel de I'intervalle ]0,1] que l'on déterminera.
Montrer que (YneIN); |a,— \/§| < k"(\/g— \/5).
@ la| Vérifier que (VneN)3!z,€R), a, = tan(z,)
_nr x)_ _ tanx)
'b| Montrer que Vx €] AL tan( ) -

2 V1+tan?(x) )
En déduire que (Yn€N); z,,, = —32,+%.

On considere la suite numérique (u,),cn définie par
(VneN); u, =2z, 3.
la| Vérifier que (u,),en est une suite géométrique.
'b| Calculer lim u, puis lim z,.

n—+00 n—+o00




