2eme BIOF SM S. EL JAAFARI

SERIE4 : ETUDE DES FONCTIONS

Exercice 1 <5555 Z5LI5ISISISISISISISISISISISISISIS

Partie 1 :
Soit f la fonction numérique définie sur R par :

f(x)=x-1+Vx?+1 ; x<0
f(x) = Vx—arctanx ; x>0

On désigne par (Cs) la courbe représentative de f dans un repere ortho-
normeé (O;ﬁﬁ

Etudier la continuité de f en x, = 0.
@ Montrer que (VYx € R"), arctanx < x.

x3 x° x3
@ @ Montrer que: (VxeR"), ?—ggx—arctanxgg
. Xx—arctanx
@ Calculer lim —
x—07* X

Etudier la dérivabilité de f a droite en x, = 0 et en déduire
sa dérivabilité en x, = 0.
@ @ Justifier que f est dérivable sur R*
@ Calculer f’(x) pour tout x € R
@ Dresser la tableau de variation de f .

@ Etudier les branches infinies de la courbe (C ol
@ Soit g larestriction de f sur l'intervalle [ = ]-o00,0].
@ Montrer que g est une bijection de I vers un intervalle ] que 'on

déterminera.
@ Déterminer I’expression de ¢7'(x) pour tout x €.

>

@ Construire les courbes (Cy) et (Cg-1) dans le repere (O;i, j.

Partie 2 :

On considere la suite numérique (un) N définie par :

ne

u():l

U, = vu,—arctanu, , VYnelN

@ Montrer que la suite (un) oGSt strictement décroissante puis en
n




déduire qu’elle est convergente.

@ Montrer que (Vn € IN) , 0<u, < i/gun.

@ Calculer lim u,

n—+00

J

Exercice 2 5555 ZSISISISISISISISISISISISISISISISIS

Partie 1 :
Soit f la fonction numérique définie sur R par:

f(x)= arctan(\/x2 +1 —x)

On désigne par (Cy) sa courbe représentative dans un repere orthonormé

(O;Z]?).
@ @ Montrer que lim f(x)=0 puis interpréter graphiquement

X—+00

ce résultat.
@ Etudier la branche infinie de la courbe (Cy) au voisinage de —oo

@ @ Montrer que Yx >0, arctanx + arctan(%) = g

@ Montrer que Yx € R, f(x)+ f(—x) = %

@ Déduire que le point I(O, %) est un centre de symeétrie de (Cy)
@ @ Montrer que f est dérivable sur R

-1
@ Montrer que VxeR , f/(X) = m
@ Dresser le tableau de variation de f .
@ Donner I'équation réduite de la tangente (T) a (Cs) au point I.
@ Montrer que ’équation f(x) = x admet une unique solution a dans
R etque O0<a<1

@ Construire dans le repere (O,z_jf) la courbe (Cy) et la droite (T). (On
prendra |[{]| = ||| = 2¢m)
@ Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J a
déterminer. On notera f~! sa fonction réciproque.
(It 1Y
@ Calculer f (Z) et (f ) (Z)
@ Construire dans le méme repere la courbe (Cs-1) de L

Partie 2 :
On considere la suite numérique (u,) définie par:

N\




un =
T4
Uper = f(u,), ¥n €N
@ Montrer que (VneIN), 0 <u, <1.
1
@ @ Montrer que (Vx € ]0,1[, |f'(x)| < >

@ En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que :
1
(V?’l € N) ’ |un+1 - CY| < §|un - CK|.

@ Déduire que la suite (u,) est convergente et calculer lim u,.

n—+o0
Partie 3 :
Soit n € IN*

: . 1 . .
@ Montrer que I’équation f(x) = — admet une unique solution v, dans
n
] — o0, 0[.
@ Comparer f(v,.) et f(v,) puis en déduire que la suite (v,) est
strictement croissante.
@ Montrer que la suite (v,) est convergente et calculer lim v,
n—+oo
Partie 4 :
. n AS
Soit n € IN*. On pose g,(x) = f(x)— (\/gx) ou x€R.
T

1
@ Montrer que (Vx € R), arc:tan(\/x2 +1- x) + Earctanx =1

@ @ Montrer que I’équation g,(x) = 0 admet une unique solution w,
dans R.

1
Montrer que (VneN), O <w, < —.
@ q ( n \/g

@ @ Montrer que (Yx € R), g,.1(x) > g,(x).

@ Déduire que la suite (wn) est strictement croissante et qu’elle est
convergente.
n
Calculer lim (wn)

n—+o00

@ On pose lim w, =1L

n—+o0o

@ Montrer que 0 <L <

3~
W

1
On suppose que L < — . Montrer que (VneIN), 0<w,<L<—
b ppose q G q 7
et en déduire que lim ( \/gwn) =0

n—+o00

Déduire la valeur de lim w,,.

n—+oo




