2eme BIOF SM S. EL JAAFARI

SERIE5 : ETUDE DES FONCTIONS

Exercice 1 <>5Z5Z5I5ISISISISISISISISISISISISISISZS

Partie 1 :

Soit g la fonction numérique définie sur R* par:
g(x) = (1 +x?)arctan(x) — x

@ Montrer que lim g(x)=+oco et que lim §) = 400 puis donner une

X—>+00 xX—>+o00 X

interprétation graphique de ce résultat.
@ Montrer que pour tout (x € R*), ¢g’(x) = 2xarctan(x)

@ Montrer que g réalise une bijection de IR* sur R*.

@ Déduire que pour tout entier naturel non nul n, ’équation g(x) = —
n

admet une unique solution 4, dans IR*.

@ Montrer que lim a4, =0.

n—+oo

@ Soit h la fonction définie sur R* par: h(x) = g( \3/5) Montrer que h

s arctan (v/x
est dérivable sur R** et que Vx>0, h'(x) = _#
> (W)

@ Soit x > 0, en appliquant le théoreme des accroissements finis a la
3
3[ ~g(x) _ zarctan(ﬁ)
<
Soit x > 0, en appliquant le théoreme des accroissements finis a la

: 2 1 g(x) 2
fonction arctan , montrer que: — < <=z

31+x*> x3 3
. Calculer lim Vna,

n—+oo

fonction h, montrer que: dce ]O,x

Partie 2 :

Soit f la fonction définie par:

On désigne par (Cy) sa courbe représentative dans un repere orthonormé




( O;Zf).
@ En utilisant la question 8 de la partie 1, montrer que f est dérivable

a droite en 0. -
@ Montrer que lim f(x) = > et donner une interprétation graphique

X—>+00

de ce résultat.
Montrer que f est dérivable sur IR*™" et que:

X —arctan(x)
x3

VxeR™, f/(x)=2

1
@ @ Montrer que Yx € R*", 0 < x —arctan(x) < §x3
2
@ Déduire que Yx e R, 0 < f'(x) < 3

@ Construire la courbe (Cy) .

@ Montrer que 1’équation (E) : f(x+ 1) = x admet une unique solution
a dans l'intervalle [0,1].(On donne f(2)<1 et f(1)>0

@ On définit deux suites numériques (v,) et (w,) définies par :

VOZO, w0:1
Un+1 :f(1+vn)' Wyt :f(l+wn)

@ Montrer par récurrence que :

(VnelN,O0<v,<v,, 1 <a<w,,; <w,<]1

@ Montrer que :
2
(VnelN, 0<w,.; — v, < g(wn—vn)

Déduire que (v,) et (w,) sont adjacentes et déterminer leur
limite commune.

Exercice 2 I>5Z5ZSLISI5LISISISISISISISISISISISISISLS

Partie 1 :

Soit f la fonction numérique définie sur R* par :

2x
flx)= x +arctan(x) x>0
f(0)=1
@ Calculer lim f(x) puis interpréter graphiquement ce résultat.

X—+00




@ Montrer que la fonction f est continue sur R*.

@ @ Montrer que (Yx€R"), 1-x>< T2 <1

1
@ En déduire que (YxeR"), x— §x3 <arctan(x) < x.
@ Montrer que f est dérivable a droite en 0 et préciser f,(0).

2( arctan(x) — * 2)
@ @ Montrer que (Yx € R™), f'(x) = Lpor )

(x + arctan(x))2

@ Montrer que (Yx € R*™), arctan(x) > et en déduire que f

est strictement croissante sur R .
@ @ Soit x € R™ . Montrer que f(x)=x < g(x)=0 ou
g2(x) = x—2 +arctan(x).

Montrer qua la fonction g est une bijection de R* vers [-2,+o0].
puis en déduire que ’équation f(x) = x admet une unique solution «
dans R" etque 1 <a < 2.

@ Justifier que la fonction g’ est strictement décroissante sur R".
@ Soit x € R™ tel que 1 <x < a . En utilisant le théoreme des
g(x)
g'(x)

1+x2

accroissements finis, montrer que x — <a

Partie 2 :
On considere la suite numérique (u,) définie par:
MO = 1

Upi1 = Uy — Bl (YneN)

@ Montrer par récurrence que (YnelN), 1 <u, <a.
@ Montrer que la suite (u,) est croissante et déduire qu’elle est

convergente.
@ Déterminer lim u,,.

n—+oo




