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SÉRIE 7: LES SUITES NUMÉRIQUES

Exercice 1

Soit n un entier naturel tel que n ≥ 3.
On considère la fonction fn définie sur R+ par : fn(x) = xn + x2 + x − 1 et soit
α la solution positive de l’équation x2 + x − 1 = 0.
1 Sans déterminer α, montrer que 0 < α < 1.
2 Montrer que l’équation fn(x) = 0 admet dans R+ une unique solution

notée un.
3 Montrer que pour tout entier naturel n ≥ 3 , 0 < un < α.
4 Montrer que la suite

(
un

)
n≥3

est croissante et convergente.

5 Montrer que (∀n ≥ 3) , un
n +

(
un −α

)(
un + 1

n

)
= 0 et en déduire lim

n→+∞
un

Exercice 2

Pour tout entier naturel n tel que n ≥ 2, on pose : an = n
√
n− 1.

1 Montrer que (∀n ≥ 2) , an ≥ 0.
2 Montrer que (∀n ≥ 2) , n ≥ C2

n(an)2 et en déduire que

(∀n ≥ 2) , an ≤
√

2
n− 1

.

3 Montrer que la suite (an)n≥2 est convergente et calculer sa limite.

Exercice 3

Soit n un entier naturel non nul.
On considère la fonction hn définie sur l’intervalle ]0,1[ par :

hn(x) = (1− x)(x+ 1)n .
1 Étudier les variations de la fonction hn sur ]0,1[ .
2 Montrer que l’équation hn(x) = 1 admet dans]0,1[ une unique

solution notée xn.
3 a Montrer que :

(
∀x ∈]0,1[

)
, hn+1(x) < hn(x).

b Montrer que (∀n ∈N∗) , xn+1 ∈
]n− 1
n+ 1

,1
[
.

c Étudier la monotonie de la suite
(
xn
)
.
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n→+∞
xn

Exercice 4

On considère la suite numérique
(
un

)
n∈N

définie pour tout n ∈N par :

un =
2n+1∑
k=0

( n
n2 + k

)
.

1 Montrer que : (∀n ∈N) ,
2n
n+ 1

≤ un ≤
2n+ 2

n
, puis calculer lim

n→+∞
un.

2 Pour tout n ∈N∗ , on pose : vn =
n∑

k=1

(1
k

)
et Sn =

n∑
k=1

uk.

a Montrer que :
(
∀k ∈N∗

)
,

1
2k
≤
√
k + 1−

√
k , puis déduire que :(

∀n ∈N∗
)
, vn ≤ 2

√
n.

b Montrer que :
(
∀n ∈N∗

)
, 2n+ 2− 2vn+1 ≤ Sn ≤ 2n+ 2vn.

c Montrer que :
(
∀n ∈N∗

)
, 2n− 4

√
n+ 1 ≤ Sn ≤ 2n+ 4

√
n.

3 Calculer les limites lim
n→+∞

Sn et lim
n→+∞

Sn
n

.

Exercice 5

Pour tout entier naturel non nul n, on pose Un =
1

2
√
n

n∑
k=1

1
√
k

.

1 Montrer que (∀n ≥ 1) ,
1

2
√
k + 1

≤
√
k + 1−

√
k ≤ 1

2
√
k

.

2 Déduire un encadrement de Un.
3 Montrer que la suite

(
Un

)
n≥1

est convergente et calculer sa limite.

Exercice 6

1 Pour tout entier naturel non nul n , on considère l’équation
(En) : x3 + 5x = n

. a Montrer que l’équation (En) admet dans R une unique solution
notée αn et que αn > 0.

b Montrer que α1 <
1
5

.

c Montrer que la suite (αn) est croissante et déterminer sa limite.
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√
n et en déduire lim

n→+∞

αn

n
.

b Vérifier que
( αn

3
√
n

)3
+ 5

(αn

n

)
= 1 , puis déduire que lim

n→+∞

αn
3
√
n

= 1.

Exercice 7

On considère la suite numérique (un)n∈N définie par :
u0 = 1

un+1 = 1 +
1

1 +un
, ∀n ∈N

1 Calculer les termes u1 ; u2 ; u3.

2 Montrer que (∀n ∈N ; 1 ≤ un ≤
3
2

3 Montrer que (∀n ∈N∗ ; |un+1 −un| ≤
1
4
|un −un−1|

4 Pour tout entier naturel n , on pose αn = u2n et βn = u2n+1.
Vérifier que (∀n ∈N ; βn = 1 + 1

1+αn
.

5 Montrer que (∀n ∈N ; αn ≤ βn.
6 Montrer que la suite (αn) est croissante et que la suite (βn)

est décroissante.
7 Montrer que les suites (αn) et (βn) convergent vers la même

limite.
8 Montrer que (∀n ∈N ; |un+1 −

√
2| ≤ 1

4
|un −

√
2| .

9 En déduire la limite de la suite (un)n∈N.

Exercice 8

Soit n ∈N tel que n ≥ 2.
On considère la fonction fn définie sur R

+ par :
fn(x) = x3 + x2 −nx − 1

.1 a Calculer f ′n(x) , puis résoudre dans R
+ l’équation f ′n(x) = 0 .

On note par αn cette solution.

b Montrer que : α2
n =

n− 2αn

3
. Puis déterminer deux nombres

rationnels un et vn tels que fn(αn) = un + vnun.
c Dresser le tableau de variation de la fonction fn sur R

+.

2 a Montrer que l’équation f ′n(x) = 0 . admet une unique solution
xn dans R

+.
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√
n.

c Déduire que lim
n→+∞

xn = +∞.

d Etudier la monotonie de la suite (xn)n≥2 .

3 a Montrer que (∀n ∈N , n ≥ 2) , n = x2
n + xn −

1
xn

.

b Déduire que lim
n→+∞

√
n

xn
= 1.
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