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Exercices sur les nombres
complexes

avec indications de solutions



PREFACE :
Cher lecteur,
Il me fait plaisir de vous présenter ce document d'exercices sur les nombres complexes avec des indications de
solutions, congu pour vous aider a renforcer et a développer vos compétences sur les nombres complexes. Que vous
soyez un étudiant en mathématiques, un enseignant ou simplement quelqu'un qui cherche a améliorer sa
compréhension des concepts mathématiques de base, ce document est fait pour vous.
Les nombres complexes, souvent pergus comme une abstraction mathématique déroutante, sont pourtant un outil
indispensable dans de multiples domaines : des équations polynomiales a la physique quantique, en passant par
I'ingénierie, le traitement du signal et bien d’autres disciplines. Leur maitrise ouvre une porte vers une
compréhension approfondie des phénomenes oscillatoires, des transformations géométriques et des systemes
dynamiques.
Ce document d’exercices a été congu pour vous accompagner dans |’exploration de ce monde fascinant, en alliant
rigueur mathématique et intuition pratique.
Organisé de maniére objective, ce document propose une série d’exercices variés, classés par niveau de difficulté, en
évitant tand bien que mal,les exercices classiques qu’on peut trouver dans tous les ouvrage scolaires, dans le but de
vous aider a mieux maitriser ces concepts.
Les solutions, suivant la difficulté de I'exercice, ne se contentent pas de fournir des réponses, elles décrivent une
méthodologie pas a pas, mettant en lumiére les astuces et les liens entre les concepts. J’ encourage les lecteurs a
tenter de résoudre chaque exercice par eux-mémes avant de consulter les corrections, afin de transformer chaque
difficulté en opportunité d’apprentissage.
Mon obijectif principal en vous proposant ce document est de vous aider a développer une approche solide et
confiante envers les problémes sur les complexes. Je crois fermement que la pratique réguliere est la clé de Ia
réussite en mathématiques, et ce document vous offre I'occasion de vous exercer de maniére efficace et ciblée.
En conclusion, je vous souhaite beaucoup de succes dans votre parcours d'apprentissage. Que ce document vous
guide et vous inspire dans votre quéte de maitrise des mathématiques.
Cordialement.

L’auteur : Mr. EL. LAABIYAD

Decembre 2025



(1-0)° (VB +i)
(~1-i3)

EXERCICE1 : Calculer z =

) T .. Ix ) T .. T
I.S : Sous la forme trigonométrique, on a : 1—l=x/§(cosj+15m7j , \/§+l=2(008g+lsng

et —1 —z\/g = 2(cos4?ﬂ+isin4—;j

557 .. S5« T .. T
cos—+zsmT cos;ﬂsm;
Done z = Oz .. 407 - T .. 4rm =1
COS——+isiIn—— —CcosS——isin—
3 3 3 3

EXERCICE2 : Calculer cos% et sin2-

12
B-i)(1+i) & s B—i)(1+i) N3+1 31
I.S:ona( > Jiﬁjze et =e et( > J[\EJ_ 2\/5 +1 2\/5
\/5—1 . \/§+1

V4
donc cos—=

et sSiIn— =——
12 242 12 242

EXERCICE3 : Résoudre dans C I'équation suivante: iz+2z=i—1

I.S: onaiz+2z=i—1donc —iz+2z=—i—1 soit que:

—z+4+2iz=—1—i et 2iz+4z=-2i-2
puis en sommant les deux expressions , on trouve 3z=-3i—3 soit que z=—1—1i

iz+(1-0)t=i\3

EXERCICE4 : Résoudre dans Cz le systeme :
(1+i)z+2t=1+i/3

I.S : le déterminant du systéme est A=—2+2i #0 donc le systéme admet un couple de solution unique
(1-4)(1+143) i(14i3) - i3(1+1)
— et t=
A A
(1-0)(1+iV3) _1_if3 (1-v3)(1-4)
e

Soit z = = t t=
CETTT a0 2 4

(z,t) avec z=




1413

2

EXERCICES : Trouver les entiers naturels n tels que : >

"+[—1—N§]"2

1 3., =

I.S:sionpose j=———4+—i=e? ,ona j =1
p J 5 5 J
_1 3 3 ' _1— 3 ’ —n iM
donc %\/_ -l—[Tl\/_] =2 & j'4+j =2 & Re(j”)zl & Re[e 3 ]:1
2nm

donc 3 =0 [2TY] soit que nécessairement n=0 [3]

EXERCICEG : Résoudre dans C I'équation z* = —7 + 24i

1S:ona 2 =—7+24i=(3+4i) & 2 =3+4i=(2+i) ou 2 =-3—4i=(-1+2i)

< z=24+iou z=—2—iou z=-—14+2i ou z=1-2i

EXERCICE?7 : Déterminer le module et un argument de z = \/2 +3+ i\/z -3

NI

T ) %3 3
I.S:ona 22:2\/§+2i:4(7+i5]=4e16:(2512] donc z=2e!?2 ou z=-2e'?

Mais de z = /2 + \/5 + 2 — \/5 on déduit que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs et

LT

par suite z =2e 2 soit que|z| =2 et argz E% [27]

EXERCICES8: Déterminer le module et un argumentde z =1+ i(l + \/5)

2

.S : on rappelle que pour tout (x,y) eR* ; e +e” = 2cos£x;yje{ J

3

Donc z:1+i(1+ﬁ):1+i+iﬁ :ﬁ[e’?* +ei2]:2x/§cos[g]ei8

Et donc |Z|=2\/§cos(%j et argzz:%z [27]

EXERCICE9 : Montrer que pour tout nombre complexe qui n’est pas un réel négatif, on a:

2
z= ot |Z| en déduire les racine carrées de 5+12i
J2Re(z)+2[7]

I.S:ona (Z+|Z|)2 =7? +2Z|Z|+|Z|2 =Z(Z+2|Z|+Z) =Z(2RC(Z)+2|Z|)

Si z n’est pas un réel négatif alors Re(z)+|z| #0 et donc z = z+|e]
\/2Re(z)+2|z|




NV2:-5+2-13

Soit que 3+2i et —3—2i sont les deux racines carrées de 5+12i

)
Pour z=5+12i ona || =+25+144 =169 =13 donc Z:(Mj = (3+2i)

2 = 2 I e
Remarque : |z]+Re(z)=0 < |2 =Re?(2) & m(z)=0 < zeRo
Re(z)<0 Re(z)<0

1 1
EXERCICE10 : Soit # un nombre complexe de modulel . Montrer que : Re[l ]: 2
—Uu

1 ( 1 j 1 1 1 1 1 u
I.S:0Ona: + =
1-u \1l-u

l—u 1-u l-u L 1w 1-u

Donc 2Re[ ] =1 ce gu’il fallait démontré.

1—u

EXERCICE11 : Posons j:cosz—ﬁ-l-isinE Calculer : (1+ ')(1+ 2 1+ 72
: 3 3 : Jj j ) ......... ( +J )

I.S:notonsque j° =1, 14+ j+ j> =0 et que 2025 =665x%3

Donc (1+]>(1+]2) ......... (1+j2025> :kﬁ”f(l+].3k+1><1+j3k+2>(1+j3k+3)
kk::z“ k=664 K664
= [T+ )1+ )+ = [T 2(=)(=/) =[] 2=2*
k=0 iy 0

EXERCICE12 : On pose Z :\/g 41, déterminer les entiers naturels n tels que z" soit un réel.

IS:onaz=+3+i=2¢6 donc z' =2"¢ © etainsi 2" € R < %EO [7] & FkeN; %=kﬂ

Soit que n est un multiple de 6

EXERCICE13 : Trouver le nombre de couples (a,b) € R’ vérifiant : (a +ib

)2025

=a—1ib

2025

.S : Posons z=a+ib , la relation donnée devient 22> =z ce qui implique que |z|(|z|2024 —1) =0

Ainsi donc |z| =0 ce quidonne (a,b)=(0,0)

2025 2026

Ou |z| =1, or dans ce cas puisque z** =z alors z2% = |z|2 = | et cette équations admet 2026 solutions

qui sont les racines (2026-ieme) d’ordre 2026 de 'unité.
Au total il y'a 2027 couples (a,b) € R’ qui vérifient cette relation.




l+z+2°

EXERCICE14 : Soit z un nombre complexe non réel (Z E(C\]R) et tel que PR eR
—z+z
Montrer que : ‘Z‘ =1
l+z+2° z
1S:0na —— 5 =1+2————€R sietseulementsi——eR
l—-z+z l—-z+z l-z+z
. l-z+2° 1 z . |
Puisque ——— =—1+2z+— alors ——— € R si et seulementsi z+—€eR
z z l-z+z z

Soit que z+l:;+i ou encore (z—;)(1—|z|2):0
4 zZ

or z€C\R donc z#z et par suite |2|" ~1=0 soit que |z|=1

EXERCICE15: Soit ¢,h,c trois nombres complexes.
Montrer que : ‘a‘ﬂb‘ﬂc‘ S‘a+b—c‘+‘a—b+c‘+‘—a+b+c

I.S: Posons x=a+b—c, y=a+c—b et z=—a+b+c

X+ X+z +z
Onaalors: a= 2y , b=— et c:y2

1
donc |a|< E(|x| +|y|) ,

1 1 .
b|£§(|x|+|z|) et |c|£5(|y|+|z|) soit que |a|+|b|+|c|£|x|+|y|+|z| C.Q.F.D

EXERCICE16 : soit @,b,c trois nombres complexes de méme module >0 et tel que a+b+c#0
ab+bc+ca

Montrer que

a+b+c

.S : remarquer que aa =bb =cc = >

[ e R T

Donc |ab+be+cal :ab+bc+ca.a_b_+b__c+_c_a:ab+bc+ca,??+3 74_?.;:;/2
| a+b+c | a+b+c at+b+c a+b+c ﬁ+i+ﬁ
a b C

EXERCICE17 : Soit a,b,c trois nombres complexes tels que : a+b+c=ab+bc+ca=0

Montrer que a,b,c ontle méme module.

I.S : d’apres les formules de VIETTE les nombres a,b et c sont les solutions de I'équation :
22-0-2°+0-z— p=0 avec p=abc
ainsidonc @’ = p,b* = p et ¢ = p soitque a’ =b* =¢* , donc |a| = b’ =]¢[

et donc a,b,c ontle méme module.

EXERCICE18 : Calculer ‘a — b‘ sachant que a et b sont deux nombres complexes de modules 1

et que |a+b|:x/§

I.S:ona: 3:|a+b|2 :(a+b)(5+5) :|a|2 +|b|2 +a5+21b:2+2Re(a5)




Donc Re (al_a) = %

Or |a—b|2 :(a—b)(a—z)=|a|2 +|b|2 —(al_7+5b):2—2Re(al_7)=l donc |a—b| =1

EXERCICE19 : Soient ¢ ,b et ¢ trois nombres complexes de module] tels que ac =—1
(c—b)(1+ab)
b(l + ac)

Montrer que est un imaginaire pur.

- 1
I.S : on rappelle que : |z|:1 & z=—
z

- 7 = -b)(1+ab
Par hypothéseona: a:l, b:l et c:l ,SiOI’\pOSEz:(C )( ta )

| :
b c b(1+ac) ators

N

i) Lo altan)  eosra)

o b(l+ac) 1[ 11] T b(itac)

(c—b)(1+ab)
b(l—l—ac)

Par suite est un imaginaire pur.

EXERCICE20 : Montrer que si ‘Zl‘ = ‘Zz‘ =1 etque z,z, = — 1 alors At est un réel

_l—ZlZZ
2 2 — 1 — 1
I.S :Eneffet, |z| =|z,| =1donc z, =— et z,=—
Zl ZZ
1 1
- R 7+7
_ z+z,| z+z, z z, z+z, z,+z, .
par suite === = donc ———2est un réel.
I+zz,) l+zz, 1, 1 l4zg 142,z
ZIZZ
+1
EXERCICE21 : Montrer que si (|z| =1let z= 1) alors est un imaginaire pur.
Z_
- 1 +1 1
L ~ .
I.S:ona: z+1 :E_H: z :_Z+1 car z=— etdonc est un imaginaire pur.
z—1) z-1 l—l z—1 z Z—
4

EXERCICE22 : Montrer que pour tout nombre complexe z de module différentdel ,ona:

n

|1—Z" 1—|z
FEE R
1_Zﬂ k=n-1
1.S : si |Z|¢1 alors z#1 et donc =y z




En passant au module et en appliquant I'inégalité triangulaire, on trouve que :

k=n— 1 "

1 —|z
SZ|Z|k=1_—|z|

n k=n-1

3

k=0

1-z

-z k=0

EXERCICE23 : Montrer que si z est un nombre complexe tel que :

lz|]=1 et ‘l+z+zz+ ....... +z"":1alor529:10u =1

1S:onaz#letdonc [I1+z+2°+. . +2|=1 & |2°—1=]z—]
= ‘Zlo—l‘2=|z—1|2

& (2" -1)(Z"-1)=(=-1)(z-1)

—\10 o 1o — —
= (ZZ) —Z —Z =ZZ—Z—Z
- - 1 . 10 1 1 20 11 9
Or |Z|=1donc zz=letz=— cequidonne z" +—-=z+— ouencore z" +1-z -z =0
z z

Soit que : (z''-1)(z"~1)=0 etdonc zZ2=1ou z"'=1

EXERCICE24 : Soient x et y deux réels tels que :

56x+33y=—2— et 33x—56y=—

X +y x*+y?
Déterminer ‘x‘ —|—‘y‘

. . X .y xX—iy z 1
L.S:sionpose z=x+iy,alorsona: ———+i—5——F=—F—"5=—==
X +y X +y x+y zz z
1 1
On en déduit que — =(33x—-56y)+i(56x+33y)=(33+56i)z etdonc z* =
que —=( »)+i( »)=( ) 33+ 56i

7 .4 11
i :+ —_— = —
Soit que z _(65 l65j et donc |x|+|y| 65

EXERCICE25 : Soient § € R ef p > 0 avec pe’ #1 |

On pose z = i—Fpe: . Déterminer Re(z) et Im(z)
—pe
1+pe” (1+peie)(1—pe’i9) ler(e"e —e”‘e)—p2 1—p? +2ipsin(0)
I.5:0na z= 0 I 0\ P 2 2
1—pe (l—pe )(1—pe ) l—p(e —e )—i—p 1+p —2pcos(9)
Par suite Re(z) = 1=p’ et Im(z)= 2psin(0)

1+ p* =2 pcos(0) 1+ p* =2 pcos(0)

EXERCICE26 : Déterminer les nombres complexes a ,b,c,d telsque pourtout zeC , az+b= (cz+d);

1.S : puisque az+b:(cz+d)2 pour tout z e C alors ax+b =(cx+d)x pour tout xR




Et donc le polyndme cx® +(d —c)x—b admet une infinité de solutions et donc il est identiquement nul.
Ainsid=aetc=b=0

On adonc az = az pour tout z€C ce quidonne a=0 et par suite a=b=c=d =0

EXERCICE27: Déterminer 'ensemble I' des points M(z) tels que : Re[z — f] =0
Z J—

1S: M (z)el < Re(2_2j=0 & [3}—2_2 o (z-2)(z-1)+(z-2)(z-1)=0

z—-1 z—-1 z—-1
& 2l =3(z+2)+4=0 < | ~3Re(z)+2=0

Sion pose z=x+iy avec (x,y) eR*, ontrouve T = {M (x,y)/x*+y’ =3x+4= 0} c’est le cercle de

3
centre Q[E’Oj etderayon R= \/Z

1
EXERCICE28 : Déterminer 'ensemble A des points M(z) tels que : + eR
z
14z l+z] 1+z - - , =2 -
|_S;M(z)eA S —eRe | —|=— & Z(1+Z)=Z(1+Z) & z0—z +z—2z=0
z z z

Sion pose z=x+Yyi avec (x,y) eR?, alors:

M(z)eA = y(2x+1):0 = Re(z)z%lou zeR

. _— , Ny . 1
Soit que A est la réunion de I'axe des réels et la droite d’équation x = _E

EXERCICE29: Soit ¢ ,b deux nombres complexes non nuls tels que ‘a —I—b‘ = ‘a‘ = ‘b‘

a
Calculer —
b

I.S : posons tzge(C , on adonc |a+b|:|a+at|=|a|=|at| soit que |1+t|=|t|:1 etdoncr-¢ =1
De méme on a 1:|1+t|2 :(1+t)(1+;):1+t+2+12 etdonc1+7+7=0 cequidonne £ +¢+1=0 puisque

- 1 —1+i\/§ -
—_— &

t =— ainsi donc ¢ est une racine cubique de I non réelle. (j = > t j=1)
t

a
Ainsidonc —=j ou — =7
b LMy




EXERCICE30 : Soit ¢ et b deux nombres complexes de module] .

bz—a+b
Montrer que (VZGC) : Re Ztabz—a+t =_1
a—>b
z—abz—a+b
1.5 : soitz €C et posons Z =————
a—b
— z—abz—a+b z—abz—a+b - -
Ona:Z+Z= + = puisque|a|=|b|=la|ors a:l etbzl
a->b a->b a b
O B U T ]
AinsiZ+Z:Z—abz—a+b+ ab a b:Z—abZ—a+b+abZ+Z—b+a:_2
a—-b 11 a—-b b—a
a b
Et par suite 2Re(Z)=-2 soit que Re(Z)=-1
EXERCICE31 : Trouver les nombres complexes vérifiant : i—l—i = ‘z‘ =1
z z
L.S: si i—l—i :‘Z‘ =1lalors |72+ 2 |=1 car zZ:|z|2 =1 etdonc ‘ZRG(Zz) =1
z z
sion pose z=x+iy avec (x,y)eR” alors ‘xz —yz‘ :%
or |Z| =1 donconaaussi X +)° =1
1 1 1
o , ) === X-yl=— X —yt=—o
il s’agit donc de résoudre dans R” le systeme 2 soit que 2 ou 2
X +y =1 X +y =1 X +y =1

ce qui donne :

e (FEE 22

3 3 BB BB B 1B

soit que Z=—+li , ——li st =i, —— =i, =t —i, i, =t —1, =
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2

EXERCICE32 : Trouver la forme trigonométrique du nombre complexe z =1+ cosa +isina

avec a € [0;27T[

I.S : Le module est |z| = /(1 > fsina = [2(1 =j4 24 _y
e module es |z| \/( +cosa) +sina (1+cosa) cos 5

L'argument de z est déterminé de la maniére suivante :

a
COS—
2

a V4 .
(i)Si ae ]O;ﬂ[ alors E € }O;E[ donc le point d’affixe (1+cos a)+is1na est situé sur le premier cadrant du

a a
=arctan| tan— [=—
[ 2) 2

plan complexe par suite argz = arctan
I+cosa

10




a a .. a
Et donc z=2c0S—| COS— +isSin—
2 2 2

a V4 )
(ii) Si a € ]7[;27[[ alors E € }O;E[ donc le point d’affixe (1+cosa)+isma est situé sur le quatrieme

a a
cadrant du plan complexe par suite argz =arctan +2r = arctan(tan§)+27r :§+7r

1+cosa

Et donc z:—ZCosg cos g+7r +isin ﬂ+”
2 2 2

(iii) Si @ = 7 alors z=0 et donc n’admet pas de forme trigonométrique.

uv=1-—8i

EXERCICE33 : Résoudre dans C le systeme suivant : (S) N TP )
u +v =-2-16i

g uv=1-8i uv=1-8i uv=1-8i
1.S: S = <
ona ( ) (u+v)2 —2uv=-2-16i (u+v)2 =-32i (u +v)2 =(4(1—i))2
uv=1-8i
& . avec € =*1
{u+v=g4(1—z)
Ainsi donc {u,v} estI'ensemble des racines du polyndme : x> —4(1—i)x+1-8i

Ce quidonne {u,v} ={2-i,2-3i} ou {u,v}={2+i,2+3i}

EXERCICE34 : Soient z ef ¢ deux nombres complexes tels que : |z + ¢ = 3 et lz| =] =1

Calculer ‘Z — t‘

1.5:0n ‘Z—I—t‘:\/g & ‘Z+t‘2:3 & (z—l—t)(;—l—;>:3 ou encore ‘Z‘2+2R€<Z;)+‘t‘2:3 soit
que 2Re<22):1

de mémeona: ‘Z—Z“z = ‘2‘2 —2Re<zz_‘) +‘t‘2 et donc ‘Z —t‘z =2 —2Re<zz:) =1 soit que ‘Z — t‘ =1

EXERCICE3S5 : Soit z € C . Montrer que : Re(z) >1 si et seulement si l—%‘ <%
z
I.S : Remarquer que : ‘l—l‘<l & |2—z|<|z| & (2—2)(2—2)<z-;
z 2| 2

ce qui est équivalenta 4 — 2(2 —|—;> < 0 ou encore que 4 < 2(2 —I—E) = 4Re(z) soit que 1< Re(z)

EXERCICE36 : Soient z ,f ef s trois nombres complexes tels que : ‘Z‘ = ‘t‘ :‘s‘ =R

Montrer que : |Z—t||t—s|—|—|s—z||z—t|+|t—s||s—z| <9R’

.S : Remarquer que si o ,B ef X sont des réels positifs alors o3 +B\ +Xa <o’ +3° +N?

11




Posons ocz‘z—t‘ , B:‘t—s‘ et X:‘s—z‘ alors
o+ B N =3(|f | s [z o5 ) <ol +82 4N = 3|2 e + |5 ) = 9R?
ce qui donne a3 +BX\ 4+ a <9R?

EXERCICE37: Soient u , v et w trois nombres complexes telsque: u+v+w=0 et ‘u‘ = M = M =1

Montrerque : u> +v* +w> =0

1 1 1
I.S:Ona:u’+v +w :(u+v+w)2—2(uv+vw+wu):—2uvw[—+——|——]
u o voow

— —Zuvw(;—i—\_/—i—v_v) = —Zuvw(u +v—|—w> =0

EXERCICE38: Soient g et b deux nombres complexes tels que : ‘a‘ = ‘b‘ =1
Montrer que : ‘a -H‘ —I—‘b —i—l‘ —i—‘ab —|—1‘ >2

1S:0na:|a+1/+[b+1|+]ab+1|>|a+1|+|ab+1—(b+1)|=|a+1]+|ab—b|=|a+1]+|b|la—1|
=la+1|+|a—1>|a+1)—(a—1)|=2

6z—1

2+ 3iz

<l < |z|<—

. 2.
EXERCICE39 : Soit z€C\ 51 . Montrer que :

6z—1

<l & |6z—i|<[2+3iz] & |6z—i <[2+3izf
2+3iz

I.S:0Ona:ona:

ou encore (62—1’)(624—1’) < (2—|—3iz)(2—3i;> soit que 362z + 6iz—6iz+1<4—6iz+6iz+9zz

- . L . 1
ouencore 27zz<3 ce quiestéquivalenta |z| Sg

EXERCICEA40 : Soit ¢ ,b ,c trois nombres complexes.
Montrer que si ‘a‘ = ‘b—l—c‘ , ‘b‘ = ‘a +C‘ et ‘c‘ = ‘a —i—b‘ alors a+b+c=0

I.S:ona |a|2 +|b|2 + |c|2 =|p +c|2 +|a +c|2 +|a +b|2
donc aE+bE+cE:(b+c)(5+5)+(a+c)(5+5)+(b+a)(5+5)

ou encore (a+b+c)(5+5+5):0 ce qui donne |a+b+d =0 etdonc a+b+c=0

12




EXERCICE41 : Soit k,n deux entiers strictement positifs et soit Z 32y e ,z, des nombres complexes
non nuls, de méme module et tels que : z/ +z} +....... +zF =
1 1 1
Montrer que : —+—+....... +—=0
Zl ZZ Zn
1. : Posons r =|z | =|z,|=.....=|z,| donci—l—i—i— +i:z_1k+z_§+ —i-Z:
1 2 n Zlk Z; Z: r2k r2k ’/,2k

1 k k k
FT(21+22+ ...... +Z):0

EXERCICE42 : Montrer que si 11z'° +10iz° +10iz —11=0 alors |z| =1

) . N . o 11-10iz
I.S : L'équation peut étre mise sous laforme: z" =—
11z+10:¢
, LE+2200+10°(a* +17)
Si z=a+ib avec (a,b) e R’ alors |Z| =
JIE (a2 +57)+2200 +10°

Posons n(a,b) etd(a,b) le numérateur et le dénominateur de cette expression.
Si |z| > 1 alors a* +5* >1 et donc D(a,b)> N(a,b) soit que |z’ <1 ce qui donne une contradiction.
Si |z| <1 alors a® +b” <1 etdonc D(a,b)< N(a,b) soit que |z’ > 1 ce qui donne une contradiction.

Par suite |z| =1

EXERCICEA43 : Soient g et b deux nombres complexes tels que ab =1

Montrer que : =1 & |a|:1 ou |b|:1

—a

a—>b [a—b}_l—az &—l_a_l—az
1—ab 1—ab a—>b l—ab a—b

& (a-b)(a—b)=(1-ab)(1-ab) < |af +[p =1+[a[ 3]

I.S:0Ona:

& (Jaf =1)(e[ -1)=0 < [a]=1 ou [p|=1

EXERCICE44: Soient g et b deux nombres complexes non nuls. Montrer que : ‘ a2 — bz‘: ‘a—b‘
o | et
I.S : remarquons que si z#0 alors ——iz
z |4
Donc‘a—b‘: a_»b :‘5 B‘:l_l‘:‘a_b‘
o™ e}l e[|l o] e Bl e
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EXERCICE45 : Soient g et b deux nombres complexes de modulel .
Montrer que : ‘ab +bc+ ca‘ = ‘a +b —l—c‘

15 on a [abe| =|al[fd =1 donc |ab-+be+ca =2 L L [0y p vl <la+bd
abc a b c
. - 1
puisque |z|=1 < z=—
z
EXERCICE46 : Soit X € C\{—i} ,montrerque: X€R < EJri’ =1
— Al
. . | .
1.S:Si AR alors (1+ﬂlj:1_il:(l+ﬂlj donc 1+/11, =1
1-2i) 1+4i \1-2i 1-Ai

1+ XN i— X\
1—Ni i+ X\

(/1+i)(71—i):(/1—i)(71+i) cequidonne: 1 =21 etdonc L€R

Réciproquement, si =1 alors

‘:1 soit que |/1—i|2 :|/1+i|2 donc

1

EXERCICE47 : Montrer que pour tout nombre complexe z , si z(1-z) -3 <

1
2

z—l gl alors
21 2

2
I.S : on a sous la forme canonique, z(l—z) = l—(z —lj

4 2
1 1Y 1 1
Z(l—Z)_E‘:‘_[Z__] +——=

1 1
Et donc =lz==| +=
2 4 2 2 4

EXERCICEA4S : Soient ¢ et b deux nombres complexes.
Montrer que : ‘a‘ + ‘b‘ < ‘a +b‘ + ‘a —b‘

IS:ona: (|a+b|+|a—b|)2 :|a+b|2 +|a—b|2 +2‘a2 —bz‘
:(a+b)(21+5)+(a—b)(5—5)+2‘a2 —bz‘
:\a\z +a5+5b+\b\2 +\a\2 —aE—Zbe\Z +2‘a2 —bz‘

Et donc (|a+b| +|a—b|)2 —(|a| +|b|)2 = Z‘a2 —bz‘ +(|a| —|b|)2 >0 soit que ‘a —I—b‘ —Ha —b‘ > ‘a‘ —|—‘b‘

EXERCICE49 : Soit z € C de module 1 . Montrer que si ‘1 +z

<1 alors ‘l+zz‘>l

ig ]
COS—
2

0
2cos—e =2

1.5 :on pose: z=e"” avec §€[0,27] donc 1+z|=
2

. 1 0 1 . T 0 T
ainsi [1+z]<1 < —y<eosT <o soit que A< <At modulo 27

de méme on a ‘1+z2‘: 2|cos 6| > 1 puisque —%< 0<% modulo 27
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EXERCICE50 : Montrer que si ¢ et b sont deux nombres complexes de méme module supérieur al

alors : ‘a—i—b‘zl ou ‘a2+b2‘>1

1+é

I.S:0Ona: |a+b|=|a|
a

et ‘az +b2‘=‘a2‘ 1+[2j2
a

. b . N . R
Si on pose z =— on aura bien |z| =1 et donc d’aprés I'exercice précedent,
a

1+Z‘>1 ou ‘1+22‘>1

Soitquepuisque|a|=|b|>lona:|a+b|21 ou ‘a2+b2‘>1

EXERCICES1 : Soient u ef v deux nombres complexes et on pose z =u +1v .

, . e , . . 2
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ‘z‘ =u’+v?

I.S:ona |Z|2 :(u+iv)(;—i\_/) et u’ +v’ =(u+iv)(u—iv)
Ainsi |z|2=uz+v2 & (u+iv)(;—i;)=(u+iv)(u—iv) s (u+iv)(u—;—i\_/+iv):0
< u+iv=0 ou iIm(u):—Im(v) < z=0 ou Im(u):Im(v):O

En conclusion une C.N.S d’avoir |z|2 = |u|2 +|v|2 est z=u=v=0 ou (u,v)eR’

EXERCICE52: Soient un réel @ > 1 et un nombre complexe z tel que: ‘z —+ a‘ <a et ‘22 + az‘ <a

Montrer que : ‘Z‘ <a

I.S:ona 2a|z|—|z+a|2 S‘2a|z|—|z+a|2‘S‘Zaz—(z+a)2‘s‘zz +a2‘ <a

2
ata

, . 2
On en déduit que 2a|z|<a+|z+a| <a+a’ donc ‘Z‘S <a

EXERCICE53: n,a, b, p , c et d étant des entiers naturels. Montrer que

. 2 2 . . , , .
sin=a’+b* et p=c +d" alors leur produit 7 p est aussi la somme de deux carrés d’entiers.

I.S:Posons z=a+ib et t=c+id
Alors n =‘Z‘2 et p :‘t‘z donc np Z‘ZZ‘Z

Or zt =(a+ib)(c+id)=ac—bd +i(ad +bc) donc np=(ac—bd)2 +(ad +bc)2

EXERCICE54 : Montrer que : sin5t = 16sin’t — 20sin’ t + Ssint

. \5 ..
I.S : Utilisons la formule de MOIVRE pour développer (cost+is1nt) =cosS5t+isin St

k=5
et la formule binomiale pour obtenir : (Cost+isint)5 = ZC’; cos” (t)(isint)sfk
k=0

Ce qui donne sin5¢ =5cos* tsint—10cos’¢sin’ ¢ +sin’ ¢
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T 3n S5t Wk O 1
EXERCICESS5 : Montrer que : COS— + COS—— + COS—— + COS —— + COS— = —
11 11 11 11 11 2

T

T .. T iﬁ
.S : Posons z = cosﬁ—i—lsm— =e

11
11
doncz—l—z3—|—25—|—z7—|—zgzZ2 Z_ 21 Z_ ! = 1_
z°—1 z'—1 1—z l—eiﬁ
. e L | i 3 5 7 9 1 i 1 g8
puisque: l—e!'' =—2isin—e** alors z+z +z 4z +z =——ie 2 =—+i—cotan—
22 2sin1 2 2 22
22
T 31 5T T Ot 1 s 1
et donc cos — + cos— + cos — + cos — + cos— = Re| ———ije > |=—
11 11 11 11 2 2
sin—
EXERCICE56 : Calculer P = cos - cos 20v- cos 4o ot azg
I.S : Posons Z =cosQa—+isino alors z° = —1 et z = coso — i Sino
z+1 zt+1 2" +1
et coso= , cosZm:—2 , cosdo = .~ donc
2z 2z 2z
p_ 2241 (20 +1) (22 +1 _Zl4—|—212—|—210—|—28+Z6+Z4+22+1
2z 27 2z* 8z’
Z—1 .| | 1

B 8z’ (22 —1) 8(29 —27) - 8(—1—27) 8

EXERCICE57: Soient x,y,z trois nombres réels tels que :
sinx+sin y+sinz=0 et cosx+cosy+cosz=0
Montrer que : sin2x+sin2y+sin2z=0 et cos2x+cos2y+cos2z=0

I.S : Posons z, =cosx+isinx , z,=cosy+isiny et z,=cC0Sz+isinz

Ona: z+z,+z,=0 et |Zl|=|22|=|23|=1

donc z'+z)+z; = (Z1 +z,+ 23)2 — 2(2122 + z,z, + 2321): —2(2122 +z,z, + 2321)
I 1 1

=-222,Z,| —+—+— |=-22,2,z, (Zl +2z, + z, ) =-222,z, (Z1 +2z,+z, ) =0
4 5 5

Puisque |zl| :|zz| :|z3| =1 et donc l:;l pour i €{1,2,3} et par suite :
Zi

oS 2x +cos2y +cos2z+i(sin2x+sin2y+sin2z)=0 C.Q.F.D
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3
EXERCICESS : Montrer que cos” o+ cos” 5o+ cos” Tau =3 ol a=—

I.S : Posons z =coso+isino,ona:

18 z7+1 20 +1 z* 41

z'=—1 et cosa= , cosSa = — cosTo= -
2z 2z 2z

2 12 10 12 14 12
z- 4+ +Z-|5- +Z—i7—
2z 2z 2z

. . 2 2 2
ainsi cos” o+ cos” S + cos 70c:[

3
et cos” o+ cos® Sau+ cos® Too= 5 S 202t At A 2 A B 2 1 =621

soitque z®* 4z 4+2z°+z% +z* +1=0 ouencore z'° + 2" -z -z + 2 +1=0
(Z4+1)(218+1)

z° -1

puisque z'* = —1 et donc (24 + 1)(212 -0+ 1) =( ouencore =0 ce qui est vrai.

EXERCICES9 : Résoudre dans IR I'équation: cosx—+cos2x—cos3x =1

.. z7+1 zt+1 z°+1
I.S : Posons Zz=cosx+isinx donc cosx= , CoS2x = — cos3x = 5

2z 2z 2z

S A o BEAES BAES |
I’équation devient + —— 3
2z 2z 2z

=1 soitque z* +z2+2° +z-2z-1-22>=0

ou encore (23 +1)(z3 —z? - z+1) =0 et enfin on obtient (23 +l)(z—1)2(z+1) =0
donc z=1 ou z=-1 ou z* =—1 par conséquent :

xe{2%kr\keZ} ou xe{(2k+1)7\keZ) xe{w\kez}

2k +1

en conclusion : xe{kz\keZ} ou xe{ ﬂ\kEZ}

T 2T 3n 1
EXERCICE60 : Montrer que : COS— —COS— +COS— — —
7 7 7 2

(on montrera d’abord que si ‘Z‘ =1 et z=1 alors Re[ ! ]:% )
—z

.S : si z=cost+isint avec r € R\{2kz/keZ} alors

sin£+icos£
1 1 1 1 2 2

1-z (I-cost)~isint 2sin L~ 2isin L cos - 2sin 2| sin £ —icos 2sint
2 2 2 2 2 2 2

t
COS—

2etdoncRe ! :l
4 1—z 2

2sin—
2

+1i

Soit 1 1
oitque —=—
g -z 2

17
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Déduction : Posons z=cos7+zsm7

Onadonc z' +1=0 soit que (z+1)(z6—zs+z4—z3+22—Z+1)=0

1
Or z+1#0 donc z° —z° +z* —z° + 22 —z+1=0 soit que 23—22+z:1 -
—Z
2 3 1
Or cosﬂ—cos—ﬂ—l—cos—ﬂ:Re(f—zz—l—z):Re -
7 7 7 11—z
_ X 1 T 2w 3n 1
Puisque ‘23‘ =1 etque z” #1 alors Re = — etdonc cOS——cos— +cos— =—
1—z 7 7 7

k=n
EXERCICE61 : Calculer lasomme S, = C! coska avec n €N et o € [O;’n]

k=0
k=n
. . ey k -
1.S : Posons z =cos.—+isinc et considérons la somme 7, = C sinka
k=0

k=n

Ona: S +iT = Z WA (I—I—Z)n orl+z=14cosa+isina= 2005%[005%4—1'51'71%] donc
k=0

(l—l—z)" :[26‘0.5‘%] [cos%%—isin%] etdonc S, :Re(l—l—z)" = [26‘05‘%] COS%

k=n—1 2km

EXERCICE62 : Pour un entier n>2 , calculer lasomme S = (k + l)eZT
k=0
iz—” k=n—1
.S : posons @=e " alors S = Z (k—l—l)wk et
k=0
k=n-1 k=n-1 k=n-1 k=n-1
(1-w)S= Z (k+1) 0" —Z (k+1)o™' = Z o + Z (ka)k —(k+1)a)k“)=—na)” =-n
k=0 k=0 k=0 k=0
k=n—1 n
Car " =1 et Z @ =0 et par suite S =
k=0 o—1
k=n—1 iLkTV 2
EXERCICE63 : Soit un entier n>2 . Calculer la somme S = Z e " —1
k=0
k=n—1| ;2km 2 k=n_1| k= ( km _jkm : k=n—1| ;km k 2 k=n—1 k
IS:onaS=>"le" -1 =Y |e” [e " _e ”] = e ”2isin[—ﬁ] => Sinz[—ﬁ]
k=0 k=0 k=0 n k=0 n

k=n—1 k=n—1 l-2l k
:ZZ[l—cos%—ﬂJz%—ZRe (e n j =2n

n
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EXERCICE64 : Soient p et g deux nombres complexes avec g = 0 . Montrer que si les racines dans C de

. . 2 A ,
I'équation z~ + pz +¢q =0 ont le méme module alors I est un réel.

q

.S : Soient z, er z, les deuxracines de I'équation et posons 7 = ‘Zl‘ — ‘Zz‘

p2 - (Zl +Zz>2 le_z]
2
r

LS N Y %
r r r

z,  z
alors — =-——~ ="+ 242=
q z,z, z, Zz

1
2
et donc p_2 est un réel et donc va est un réel ou un imaginaire pur.
q q
2
=—2 donc P> 0 et parsuite v4 est un réel .

P q

or %Re(zlzz) Z—F—zz

212,

-2
EXERCICEG65 : Trouver tous les nombres complexes tels que : ‘Z‘ =let |z +z |=1

2

=1

2

—2 —
2 2
zZ+z z'+z

I.S :L’équation = 1 est équivalente a I’équation

2

_2\2 1 2
soit que (22 +z ) =1 ou encore [22 —I——z] =1 ce qui est équivalent a (24 —i—l) =z
z

ouencore (z* — z* 4+ 1)(z* + 22 +1)=0

B 1,3

Les solutionssontdonc: +—=+—i et L+—+—I
2 2 2 2

EXERCICE66 : Trouver tous les nombres complexes z telsque: z° = z

.S : Remarquer que si z est solution de cette équation alors ‘23‘ = ‘z‘ soit que |z|3 = |z| et donc
nécessairement ‘z‘ =0 ou ‘z‘ =1
Si ‘Z‘ =0 alors z=0 et il est bien solution de cette équation

- 1
Si ‘Z‘ —1 alors I'équation est équivalente a z* =1 puisque Z = — et donc z est une racine 4-eme de
z

I'unité. Les solutionssontdonc 0 ,1,—1,i et —i

EXERCICE67 : Trouver tous les réels m pour lesquels 'équation z* 4 (3+i)z* —(m+i)=0 admet au

moins une solution réelle.

.S : Si I'équation admet une solution réelle X alors: \° + (3 + i)>\2 — (m + i) =0 donc
>\3+3>\2—m+(>\2—1)i: 0 soitque X +3N—m=0 et \°—1=0

pour A\=—1 ontrouve m=2 etpour N=1 ontrouve m=4
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EXERCICE68 : Soit 7 > 2 un entier. Trouver le nombre de solutions de I'équation: z"'=iz

I.S : Remarquer que si z est une solution de I’équation alors |z|"7l =|z| et donc ‘Z‘ =0 ou ‘Z‘ =1
Si ‘z‘ =0 alors z=0 et 0 est bien solution de I"équation

Si ‘Z‘ =1 alors I’équation est équivalente a z" = z‘z‘ = | etdoncles n racines énieme de 7 sont

solutions de I'équation.
Au total I’équation admet 7+1 solutions.

EXERCICE69 : Soient x, et x, les deux solutions de I'équation x> —x +1=10 .

Calculer x;' +x) pour n€N

IS:onax’ —x,+1=0 = x’ =x’ —x,=—1 pourie{L2} doncx, =x; =—let x' =x; =1
Donc x, +x, =1, x> +x2 =(x,+x,) =2xx, =(1) =2-1==1 , X +x, ==2, X +x; =—x,—x, =—1
XA+ =—x-x=1, x’+x5=2

1l sin=1lous [6]
-1 si n=2ou 4 [6]

2 sin=0 [6]

-2 sin=3 [6]

Et pour tout n=7 ,ona X' +x, =

EXERCICE70 : Factoriser le polyndme  x* 4+ x* +1

I.S : Posons jz—%—l—?i,ona: FP=let j*=/ et1+j+ ;> =0 donc:
x4+x2+1=x“—<f+f)x2+f=<x2—f)(f—f):[f—%kxz—f)
J

= (x—j)(x+j)(x—})(x+})

EXERCICE71 : Trouver toutes les équations quadratiques a coefficients réels qui admet pour racine le
nombre complexe o = i>' 4 2i* + 3i* + 4;°*

1S On cherche (a,b) € R* tel que: (i +2i +3i +4™) +a(i" +2i* +3i* + 4 ) +b=0
Soit que (i +2+3i +4i) +a(i’ +2+3i +42)+b=0 donc (—2+2i) +a(-2+2i)+b=0
Ou encore (2a—8)i+b—2a=0

on trouve (a,b) = (4,8) et donc I'équationest: x> +4x+8=10

EXERCICE72 : Pour ne N er n>2 ,résoudre I'équation (z —i)" =1

2km

I.S:ona (z-i) =1< 3k{0,1,....n—1} ; z—i=e "

N4 2kr
i— i

< 3k{0,1,.on—1} ; z=e? +e "
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2kr 7w\ 2%zx
in_ 2

< 3k{0,1,...,n—1} ; z=2cos ”Tz e 2

ez
= 3{0,1,...,n—1} ; z=2cos(k—ﬂ—%je na
n

Ainsi donc les solutions de I’équation sont les nombres complexes :

N

z, =2cos(k—ﬂ—zjel"+4 avec k{O,l,....,n—l}
n 4

EXERCICE73 : Considérons I'équation quadratique suivante : a’z> + abz + ¢> = 0 avec a,b,ce C

On note z et z, ses deux racines.

. . z
Montrer que si — est un nombre réel, alors ‘Zl‘ = ‘Zz‘ ou—+eR

c z,

b S 2
I.S : Posons t=—cR donc b=tc et le discriminant de 'équation est A:(ab) ~d4d’c* =a’c (2‘2 —4)

c
—tac+ac\t’ —4 —tac—acNt’ —4

Si |t| > 2 les solutions de I'équation sont :  z, = > et z,= > etil est
2a 2a

z
évident que —- est un nombre réel.

Zy

. : - c : c : :
Si |¢| <2 les solutions de I'équation sont : z, :2—(—t+z\/4—t2) etz, :2—(—t—z\/4—t2) etil est
a a

évident que ‘Zl‘ = ‘Zz‘

EXERCICE74 : Soitg ,h,c trois nombres complexes non nuls , de méme module.

V51 \/_—1—1
2

<||<

Montrer que si az* +bz+c =0 alors

I.S : Posons r:|a| :|b| :|c|

Ona ‘azz‘ =|bz +c| <|b||z|+|c| donc r‘zz‘ < rlz|+r soit que |z|2 —|z|-1<0 etdonc |z|§

1+\/§
2

V5-1

De mémeona ‘c‘ =‘a22 +b‘ S‘aHz‘z +‘bHZ‘ soit que |z|2 +|z|-1>0 etdonc |z| >

1+\/§

2

5

1
En conclusionon a: S|z| <

EXERCICE75 : Soit »,c deux nombres complexes tels que ‘b‘ +‘c‘ <1

Montrer que les modules des racines de I’équation z*> + bz + ¢ = 0 sont inférieurs a 1

I.S : Posons z, € z, les deux racines de I'équation.
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ona: z,+z,=-b et zz,=c doncl'inégalité |b|+|c| <1 implique que |z1 +22|+|zlz2| <1
or |z|~|z,|| <]z + z,| donc |z|~|z,[+|z]|z|-1<0 sietseulementsi (|z,|-1)(|z,|+1)<0
et |z,|=|z|+|z,||z|-1<0 sietseulement si (|z,|~1)(|z|+1) <0

par conséquent |z,|<1 et |z,|<1

EXERCICE76 : Soit ¢,» deux nombres complexes.

Montrer que si I’équation x> + ax + b = 0 admet deux racines de modules 1 alors I’équation

X —|—|a|x—|—|b| — 0 admet deux racines de modules 1

I.S : Soient X, ef X, les deux racines du polynéme P(x)=x"+ax+b
Puisque X,*X, =b et X, +X, =—a alors |b| :|x1|-|x2| =1 et |a|£|xl|+|x2| =2
Le polynéme Q(x) =x’ +|a|x+1 a pour discriminant un réel A = |a|2 —4 <0 donc ses deux racines sont

ldrifadl  fal-if4-ldf (~[d])" +(4-af)

2 2 4

=1

et y,

b2 et par suite |yl|=|y2|=\/

EXERCICE77 : Soit ¢ ,b ,c trois nombres complexes avec @ =0 .Montrer que si les racines de I'équation

az® + bz + ¢ = 0 ont méme module alors E.b.|c| = |a|.l_7.c

.S : Soit Z et z, les deux racines de cette équation et posons r =|z,|=|z,|

_ _ a-b- b- -
Larelation a-b-|c|=|a|-b-c  estéquivalente a ? 4 =|—a| € ouencore 2.1¢|__[2]).c
a-a-la a-a-ld a |a al a

Donc —(z,+2,) |7 -zz|:—(;1+z_2)-z1 -z, soitque (z,+2,)r? =)z z, + 2, |2 = (2, + 2, )

Ce qui est toujours vrai.

EXERCICE78 : Soit ¢ ,b les deux racines de I'équation z> + z +1= 0 et ¢,d les deux racines de I'équation

zZ2—z4+1=0.
Déterminer tous les entiers n telsque: a" +b"=c¢"+d"

I.S:si zZ2+z+1=0alors 2 +z>+2z=0 donc 2z’ =1

Etsi z2—z+1=0 alors z° =z +z=0 donc z’=-1

Ainsidonc @ =b’ =1 et ¢’ =d’ =—1 et par suite a® =b° =¢* =d° =1

Maintenant si n=06k+7 avec r€{0,1,2,3,4,5} alors a" +b" =c"+d" < d +b" =c" +d’
Et on vérifie que @’ +b" = ¢ +d" pour r €{0,2,4}

En conclusion il y’a égalité pour les entiers pairs seulement.

EXERCICE79: Résoudre I'équation  (2° +3z — 2)2 +(22° -3z + 2)2 —0

I.S: ona: <22+3Z—2>2+<222—3Z—|—2>2:O & <22+3Z—2>2:i2(222—3z+2>2
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o [(22+3z—2)+i(222—3z+2)][(22+3z—2)—i(222—3z+2)]:0
=N (22+3Z—2)+i(222—3z+2)20 ou (zz+3z—2)—i(222—3z+2)20
P (1+2i)zz+(3—3i)z—2+2i:0 ou (1—2i)zz+(3+3i)z—2—2i:0

Ce qui raméne le probléme a la résolution de deux équations de second degré.

: . A3 13 1
En conclusion, '’ensemble des solutions est 21,—21,§—1g,g+1§

EXERCICESO0 : Résoudre 'équation z° + z* + (—1+3i)z + 44 +12i = 0 sachant qu’elle admet une

solution réelle.

1.5 : Si x €R est une solution de cette équation alors x* +x” —x+44+i(3x+12)=0 donc

X +xT—x+44=0
3x+12=0

ce quidonne x=—4

Et on vérifie que z=—4 est bien solution de cette équation.
On factorise alors par z+4 et on obtient : z° +2° +<—1+3i)2+44+12i :<Z —|—4)(22 —3Z—|—11-|—3i)
Puis on résout I'équation z° —3z4+11+3i=0
2 . 2 2 . A2
Remarque : z° —3z+11+43i =0 & (2z—3) =(-3) —4(1143i) =(1-6i)

En conclusion I'ensemble des solutions est {—4,2—3i,1+3i}

EXERCICE81 : Résoudre 'équation (E) ; z° —(1+2i)z” +3(1+i)z—10(14i)= 0 sachant qu’elle

admet une solution imaginaire pure.

I.S:Si z=ix (x € R) est une solution de I’ équation (E) alors :

(x2 —3x-— 10)+ i(—x3 +2x° +3x— 10) = (0 ce qui est équivalent au systéme
Soitque x=-2ou x=5

Réciproquement on vérifie que seule x =—2 est solution du systéme.
Ainsi donc la solution imaginaire de I'équation(E) est: z=-2i

On factorise ensuite par z+2i pour obtenir: (E) < (z+2i)(z2 -(1+ 4i)z—5(1—z’)) =0
On résout I'équation z* —(1+4i)z—5(1—i)=0dont le discriminant est A =512 = (3-2i)’ on trouve
gu’elle admet deux racines : —1+3i et 2+i

En conclusion I’équation(E) admet trois racines : —2i,—1+3i et 2+1i

EXERCICES2 : Résoudre dans C I’équation 4z2 + 8|z|2 —-3=0

.S : posons z=x+iy avec (x,y)eR’?
12x* +4y* —3=0 - {12x2—|—4y2—320

Donc 422—|—8|Z|2—3:O &
x=0 ou y=0

8xy =0
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. 1 i3 i3
Ce quidonne : Z:E ouz=—— 0OU z=—— OU Z=———

2 2 2

EXERCICES83 : On considére I’équation (E) c o+ (a — 31’)2 —1-3i=0avecacR

Résoudre I’équation (E) sachant qu’elle admet une solution réelle.

1.S: Si x est une solution réelle de cette équation alors : x’ +ax—l—3i(x+1) =0

Etdonc X’ +ax+-1=0 et x+1=0 cequidonne x=—1 et a=-2

Et 'équation devient:  z° —(2+43i)z—1—3i =0 ce qui est équivalent a (z +1)(z2 —z—(1 +3i)) =0
L’équation z* —z—(1+3i) =0dont le discriminant est A =5+12i =(3+ 21’)2 admet deux racines qui sont :

o =2-=2i o 4+2i
z = > et z =

-1-2i ; 4+2i

En conclusion I'équation (E) admet trois racines : -1 , S e —

[

z—1
EXERCICE84: Déterminer I'ensemble I des points A7 (z) tel que: arg[T]
z—1—1

.S : considérons les points A(1) et B(1+i)
Ona M(z)el & mes(W, AM) E% [] soit que BMA est un angle droit

etdonc I est le cercle de diamétre [ AB] privé des deux points 4 et B

EXERCICESS5 : Le plan complexe(P) est rapporté a un repere orthonormé direct (O,ej;%) .

z—1
Déterminer I'ensemble £ des pointsM(z) du plan complexe tels que : arg(—,JEO [27:]
zZ—1

I.S: ona M(z)eE@arg(Z—_leO [27[] & AMB =0
z—1

Avec A le point d’affixel et B le point d’affixe (i)
Ainsi donc E est la droite (AB) privé du segment ouvert ]AB[

EXERCICES86 : Le plan complexe(P) est rapporté a un repere orthonormé direct (O,ej;%) .

z—1
Déterminer I'ensemble I des pointsM(z) du plan complexe tels que : arg(—_) =0 [TC]
z

2=l

I.S:onaM(z)eF@arg( JEO [7:]<:>A/M\B=O ou AMB=r

z—i
Avec A le point d’affixe I et B le point d’affixe (i)

c’est donc la droite (A4B)
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EXERCICES87 : Le plan complexe(P) est rapporté a un repere orthonormé direct (O,ej;%) .

Déterminer I'ensemble H des pointsM(z) du plan complexe tels que :

les points A(i) ,M(z) et M ’(iz) soient alignés.

z—1iz .
eR ou z=1

IS:ona M(z)eH <

zZ—1

si z=1 alors iz=—1 et A=M et donc les trois points sont alignés.

. z—iz ;+iz - - -
Si z#i ,alors M(z)e H _Z iz =(2—i)(z4i
i Z#1 , alors (Z)e = R <:>(z lz)(z z) (z z)(z zz)

& Qizz—iz+z-z-iz=0 <& |Z|2—Re(z)—lm(z)=0
Onpose z=x+iy avec (x,y)eR*alors M(z)eH < x*+)y’ —x—y=0

Soit que M(z)e]—] P (x_l]2+(y_l]2 :l
2 2 2
V2

I 1
c’est donc le cercle de centre Q(§+§ij et de rayon >

EXERCICES8S : Dans le plan complexe, soit A(a) , B(b) et C(C) les sommets d’un triangle.

a) Montrer que 4BC est équilatéral direct si est seulement si @+ jb+ j’c=0

b) Montrer que ABC est équilatéral si est seulement si a” + b*> + ¢> = ab + bc + ca

1.S : a) le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si B est 'image de A par la rotation de

T ¥
centre C et d’angle (Ej soitque b—c =e * (a—c) ce quiest équivalenta jb— jc=—a+c

Soit que jb—(l+j)c+a:00u encore a+ jb+jc=0

b) le triangle ABC est équilatéral si et seulement si AB= AC et (ZE,ZE‘) = i% soit que

b—a|l=|c— ca E_z 2
b—a|=|c—d| et arg(b_aj +3 [27]

C—a:ei’? PN C—Cl_eig C—a_e*ig ~0
b-a b-a b-a

& ((c—a)+j2(b—a))((c—a)+j(b—a))=0 ou j=e?
= (c+j2b+ja)(c+jb+j2a)=0

Ainsi ABC équilatéral <

Sat+b +E =ab+be+ca

On rappelle que : j3 =] et l+j:—j2




EXERCICES89 : Soient A(a),B(b) et C(c) trois points non alignés du plan complexe.
b—a c¢—b

Montrer que : ABC est équilatéral si et seulement si =3
c—a a-—

c—a

1.S : ABC est équilatéral < |b—a|=|c—b|=|a—c| et arg(b_aJEarg[c;Z)Eafg(E) [277]
a a-c

b—a| |c-b b—a c—b

= et arg =arg [27]
c—a| |a- c—a a—b
b—a c¢-b

c—a a-b

EXERCICE90: Soient A(a),B(b),C(c) trois points du plan complexe.

Montrer que si a> = bc et b*> = ac alors le triangle ABC est équilatéral.

I.S:ona a’b’ =abc® et donc ¢ =ab par conséquent a’ +b° +c* =ab+bc+ca
Et donc le triangle ABC est équilatéral.

EXERCICE91 : Soient A(a),B(b),C(C) trois points du plan complexe.

Montrer que si ‘a‘ = ‘b‘ = c‘ et a+b-+c=0 alors le triangle ABC est équilatéral.

1.S : on rappelle que pour tout (x,y)€C” ona: |x+y|2 +|x—y|2 =2(|x|2 +|y|2)
De a+b+c=0 on déduit que a+b=—c donc |a+b|:|c|

Puisque ‘a‘ = ‘b‘ = ‘c‘ alors |a —b|" =3|a|" et par analogie, on obtient b —c[* = 3|a["et |c —a|" = 3|a|

Ainsi donc |a—b| =|b—c| =|c—a| et donc le triangle ABC est équilatéral.

EXERCICE92 : Montrer que les triangles A(a)B(b)C(c) et M(m)N(n)K(k) sont semblables de méme

. . . a n
sens (resp. de sens contraire) si et seulement si : = (resp. ==
c—a k—n c—a k-

1 1 1
ou [a b c|=0

m n k

I.S : les triangles ABC et MNK sont semblables de méme sens si et seulement si

AB MN — |b—a|_ n—m| ot arg(b—anarg(n—mJ [27[]
k—m| c—a)  \k-m

22 % ot BAC = NMK ce qui est équivalent a =
AC MK lc—al

1 1 1
Soit que b—a:n—m ouencore (g b ¢c|=0
n k

c—a k-m
m

26




EXERCICE93 : Soit OAB,0CD ,et OEF trois triangles équilaterales donnés.

Montrer que les milieux des segments [ BC],[ DE] et [ FA] sont les sommets d’un triangle équilaterel.

I.S : supposons que le plan complexe est d’origine le point O et notons M, N, P les milieux des segment
[BC],[DE] et [FA] respectivement. de soit a,b,c,d,e, f,m,n, p les affixes des points
A,B,C,D,E,F,M,N,P respectivement.

T

. . . , = . 42
si on applique les formules de la rotation et qu’on pose £ =¢* alors g =J et & =J deplus
b+c ea+c _d+e ec+te _fta ce+a
2 2 2 2 2

b=¢ca ,d=¢cc, f=ce et m= , ,

. . 1
Or m+]n+]2p=m+82n+54p:m+£2n—ep=E(£a+c—c+£2e—£2e—aa)=0

donc MNP équilateral.

EXERCICE94: a I'extérieur d’un triangle ABC on construit les triangles ABR , BCP et CAQ telsque:

T

mes(@):mes(@)zg , meS(EC\P):meS(@):%et mes(ﬁ):mes(@) 12

——\ T
Montrer que : meS(QRP) :E etque RO = RP

1.S : Considérons le plan complexe avec I'origine du repére au point R et soit M le pied de la
perpendiculaire issue de P sur la droite (BC) et notons par a,b,c,r, p,m et g les affixes respectives des
point A,B,C,R,M,P et R

-m . c—m .
Ona MP=MB etM—sz/g doncp =i et —=l\/§
MP b—m p—m

C+b\/§+ b-c i et q_c+a\/§+ a—c ;
1+\/§ 1+\/§ 1+\/§ 1+\/§

le point B est I'image du point A4 par la rotation de centre R(origine du repére) et d’angle & =150° donc

et par suite p =

3 1 .
b =(—§+Ei]a et donc £ =1 ce qui implique que (QR) J_(PR) etque QR = PR
q

EXERCICE95: Sur les cotés AB ,BC et CA d’un triangle ABC on construit trois triangles
ADB , BEC , CFA semblables et de méme orientation. Montrer que ABC et DEF ontle méme

centre.

I.S : soient a,b,c,d,e et [ les affixes respectives des points 4,B,C,D,E et F
Les triangles ADB, BEC et CFA sont semblables de méme orientation donc
AD _BE _CF .\ BAD=CEB=ACF donc
AB BC (4
|[d—a|_|e=b|_|f~|

d—a e—b f-c
= = = — = 2
|b—a| |c—b| |a—c| ot arg(b_aj arg(c_b) arg(a—cj [ ﬂ]
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Soit que : = =
—a c-b

=Z

d—a e-b f-c
a—

C
par conséquent d =a+(b—a)z, e=b+(c—b)z et f=c+(a—c)z

d+c+f a+b+c

et donc soit que les deux triangles ABC et DEF sont concentriques.

EXERCICE96: Soient M ,N , P les milieux des segments [AB] ,[BC] ,[CA] d’un triangle ABC

Sur les médiatrices des segments [AB] ,[BC] ,[CA] et a l'intérieur du triangle ABC , on choisi trois
Mc' NA' PP

4B BC (A

Montrer que ABC et A'B'C’ ont le méme centre.

points C', A" B tels que :

MC" NA' PP
AB  BC (A

Donc les triangles AC'B,BA'C et CB'A sont semblables et donc d’apres I'exercice précédent, ils ont le

I.S : de I'expression on déduit que tan(C/'AFB) = tan(ATB\C) = tan(B/'CTA)

méme centre.

EXERCICE97: a I'extérieur d’un triangle ABC on construit trois triangles équilatéraux
AC'B,BA'C,CB' A

Montrer que les centres de ces triangles sont les sommets d’un triangle équilatéral.

I.S : on considere le plan complexe et soient a,b,c,a’,b’ et ¢’ les affixes respectifs des points
A,B,C,A",B" et C'

2
i

AC'B,BA'C et CB' A sont équilatéraux donc avec j = e’ ,ona:
a+jc+j°b=0 , b+jad +jc=0 et c+jb+ja=0
Les centres respectifs des triangles AC'B,BA'C et CB' A vérifient :
, a+b+c , a+b'+c , a+b+c
a"=—— , '=— et (=——
3 3 3
Puisque 3(c"+ja"+j2b")=(b+ja'+jzc)+(c+jb'+j2a)j+(a+jc'+j2b)=0

Ce qui répond a notre question.

EXERCICE98 : Montrer que |’équation d’une droite dans le plan complexe est: -z —l—&-; +03=0 avec
aecC ,3cRetzeC

I.S : 'équation cartésienne d’une droite dans le plan est ax+by+c =0 avec (a,b,c) eR’ et a°+b* %0

z—z

2i

2
Z —z —ib\ —(a+ib
Ainsi donc ¢ z+z +bh| 2= |he=0 soit que z(a : j+z(a ! j+c:0
2 2i 2 2

Et en posant a:ale , on obtient OL-Z—I—&-E—I—Bzo

. . zZ+z
Sion pose z=x+iy avec (x,y)eR* alors x =

et y=
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EXERCICE99 : Considérons deux droites (Dl) et (Dz) d’équations respectivement :
o z40,-z+B,=0 et o, z+0a, z+P, =0

\ . . OLI 0L2
Montrer que :(Dl) et (Dz)sont paralléles si et seulement si — = —
OLI

Q,

I.S: ona (Dl) I (D2) & elles ont méme coéfficients directeurs
. o Q
a, +a a,+a .
L “1;=22 “2; soitque —1=
o —a o, —a, oy

Donc

212

[\S]

EXERCICE100 : Considérons deux droites (Dl) et (Dz) d’équations respectivement :
o, z+a,-248,=0 et a,-z40, z+B,=0

Q
Montrer que : (Dl) et (Dz)sont perpendiculaires si et seulement si — = — —%
Q Q
1 2

I.S:ona (D1) I (D2) & le produit deleurs coéfficients directeurs est égal a —1

- — Q
. 1
Donc oy, +a,a, =0 soit que =—
Q
1

a a 1
EXERCICE101: L'équation de la droite déterminer par les deux points A(a) et B(b) estlb b 1|=0
z z 1

LS : dans le plan cartesien, I'équation de la droite déterminer par les deux points A(xl,yl) et B(xz,y2)

x oy 1
est|x, y, 1/=0 ouencore x(y,—y,)=y(x—x,)+xy,-x,,=0

x y 1
Si on pose Si on pose z, =x, +iy, avec (x,y)eR’ et z, =x,+iy, avec (x,,y,)eR? alors

Z +z z,—z Z,+z z,—z
SO0 gy = e x, =22 gy =22 22
2 2i 2 2i

Puis en remplacant dans le déterminant, on obtient le résultat désiré.

X

EXERCICE102 : Soit ABC un triangle. Sur les cotés [AB] et [BC} on trace deux carrés de centre
respectivement D et E tel que les points C et D se trouve du méme c6té de la droite (AB) et les points
Aet E de coté opposé de la droite (BC) :

T
Montrer que I'angle que fait la droite (AC) avec la droite (DE) est de mesure Z
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I.S : on suppose que dans le plan complexe les nombres complexes a,b,c,d et e sont les affixes des points
A,B,C,D et E respectivement.

. , T . . b—ic
la rotation de centre £ et d’angle > transforme le point C en B donc b =l(c—e)+e etdonc e= -
—1i
A N . b—ia
de la méme maniere on obtient d = -
—i

L’angle des deux droites (AC) et (DE) est égal a:

(c—a)(1-i) 1-i

- =arg :arg(1+i):z
d b—ic—b+ia —i 4

C_
arg
e_

EXERCICE103 : Soit ABC un triangle équilatéral. Sur les cotés [AB] et [BC] on trace, a I'extérieur du
triangle ABC , deux triangles ABN et ACM .Si P,Q et R sont les milieux des segments
[BCHAM]et[AN] respectivement, montrer que le triangle POR est équilatéral.

.S : on considére que le plan complexe est d’origine le point A et soith,c,m,n, p,q etr les affixes des
points B,C,M,N,P,Q et R respectivement.

. , T
La rotation de centre A et d’angle ? transforme Nen B et Cen M

. i%l A g b+c m_sc 1 b b b
| ONn pose & =¢ alors = t = onc =, ==, e e e
P grmet m=ec P 47575 2 2 2 2

Et donc p2 +q2 +77 = pq+qr+rp ce qui prouve que le triangle POR est équilatéral

EXERCICE104 : Soit ABCDEF' un hexagone inscriptible dans un cercle C(O,R) et tel que :

AB=CD=EF =R . Si P,0Q et R sont les milieux des segments [AB],[CD]et[EF] respectivement,
Montrer que le triangle POR est équilatéral.

I.S : considérons le plan complexe d’origine le centre O du cercle circonscrit a ’hexagone et soit
a,b,c,d,e et f les affixes des points 4,B,C,D, E et F respectivement.

T
g
Sionpose e=e? alors b=ca ,d=¢cc et f=ce
ga+c _ec+te _ge+a

Les points P,Q et R ont pour affixes p= S q= 5 et r=

Et donc p2 +q2 +77 = pq+qr+rp soit que POR est un triangle équilatéral.

EXERCICE105 : Soit ABC un triangle. Sur les cotés [AB]et[AC] et a I'extérieur de ABC' , on trace deux

carrés ABDE et ACFG .Si M est le milieu du segment[BC} , montrer que (AM) 1L (EG) et que
EG=2AM

.S : considérons le plan complexe d’origine le centre A et soit b,c,g,e et m les affixes des points
B,C.G,E et M respectivement.
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. . b+c m—a
Ona g=ic,e=—ib etm:T et donc = =

i
g-—e 2i(b+c) 2

—e

Ainsi donc 2|m—a|=|e—g| et arg(m_ajzg [27] soit que (AM ) L(EG) et EG=2AM
g

EXERCICE106 : Soit ABC' un triangle. Chacun des segments [AB],[BC]et[CA] est divisé en trois parties de
longueurs égales par les points (M,N),(P Q) et (R,S) respectivement. On construit ensuite et a
I'extérieur du triangle ABC , les triangles équilatérales MND ,PQE et RSF .

Montrer que le triangle DEF est équilatéral.

I.S : considérons le plan complexe, et soit a,b,c,m,n, p,q,r et s les affixes des points
A,B,C,M,N,P,Q,R et S respectivement.

2a+b a+2b 2b+c b+2c 2c+a c+2a
Onaalors m = 3 , n= 3 = 3 = 3 r= et s=

b b b

V4
Le point D est I'image du point M par la rotation de centre N et d’angle (Ej

a+2b+€(a—b) . i%
3 ou &=e

Donc d:n+6(m—n) =

De la méme fagon on obtient :
b+2€+€(b—c) c+2a+€(c—a)
3 3

f—d:c+a—2b+8(b+c—2a):g etdonc FD = FE et FDE =2
e-d 2c-a-b+e(2b-a-c) 3

e=q+¢&(p—q)= et f=s+e(r—s)=

Ainsi donc

Soit que DEF' est un triangle équilatéral.

EXERCICE107 : soit ABC un triangle et n un entier supérieur ou égal a3 .

Sur le coté [BC] (respectivement [AC] et [AB]) du triangle et a I'extérieur, on construit un polygone a n
cotés dont [BC] (respectivement [AC] et [AB] ) et de centre A (respectivement B’ et C')

Determiner n pour que A'B'C’ soit équilatéral.

2r

— . . , 2 .
I.S : onpose w=e " etsoit 1,1, les rotations d’angle — et de centre respectif 4',B’,C’

n
Ainsi 7;(¢)=b,r(a)=c,r(b)=a donc b=w(c—a')+d" , c=w(a-b)+b" , a=w(b-c")+c
I b—owc c—wa a—wb
on en déduit a' = , a' = , a' =
- 1-w 1-w
. L, b'—a" ' -b c—wa—-b+wc a—wb-c+wa
ainsi AB'C est équilatéral & ——=—— = S l+o+o’ =0
c—a a-b a-wb-b+wc a—wc—c+wa

27 Ar 3
I— I— T —
Se"+e" =-1 < 2COS(_je " ==1
n
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1 7z 1 T
=— donc cos—=—=cos—
n 2 3

T
COS—
n

Une condition necessaire est donc =|-1] soit que

) iZ
2cos| — |e "
n

Ou encore n=3

EXERCICE108 : Soit ABCD un carré de langueur a et P un point du cercle inscrit dans le carré.
Calculer: PA* + PB*+ PC*>+ PD’

1.S : considérons le plan complexe d’origine le centre O du cercle inscrit dans le carré et tel que les affixes

Z 2 &2

des points 4,B,C et D soient respectivement: z, =a7 » Zp =071 s Z¢ :—aT et z, :—aTi

et Soit z, =%eLr "affixe du point P

Ona PA* + PB* + PC* + PD* = |ZA —ZP|2 +|ZB —ZP|2 —i—|zc —ZP|2 +|ZD —ZP|2

:Z(ZM—ZP)(E—Z_P)Z ....... :3a2

EXERCICE109 : Sur les cotés [AB] et [AD] d’un triangle ABD , on construit et a I'extérieur de ABD
deux carrés ABEF et ADGH de centre O et O respectivement. SiM est le milieu du segment [BD} ,

montrer que OMQ est un triangle isocéle rectangle de sommet M

I.S : soit a,b et d les affixes dans le plan complexe, des points 4, B et D respectivement.

. . . a—z, d —Zy .
Les formules de la rotation nous donne le résultat suivant : = =]

b-z, a-z,

b+a+(a—b)i

Donc 2z, = ) et z,=

a+d+(d—-a)i

alors 20" Zu _ a—-d+(a-b)i _;

Puisque Iaffixe du milieu M est z,, = b+ :
Zp—2Zy a—-b+(d-a)i

Et donc (OM) L(OM) et OM =0OM

soit que OMQ est un triangle isocele rectangle de sommet M

EXERCICE110 : ABCD est un quadrilatére convexe. Les triangles équilatéraux ABM et CDP sont
construits a 'extérieur de ABCD et les triangles équilatéraux BCN et ADQ sont construits a I'intérieur

de ABCD . Montrer que MNPQ est un parallélogramme ou que les points M ,N ,P et Q sont alignés.

I.S : notons par a,b,c,d,m, p,n et g les affixes, dans le plan complexe, des points 4,B,C,D,M ,P,N et Q
respectivement.
La formule de la rotation nous donne :

v

m:a+(b—a)8 , n:c+(b—c)8 , p=c+(d—c)8 , q:a+(d—a)g ou £=e3
Puisque m+p:a+c+(b+d—a—c)8=n+q alors MNPQ est un parallélogramme ou que les points
M ,N ,P etQ sontalignés.
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EXERCICE111: Sur les cotés et a I'extérieur d’un triangle ABC on construit trois carrés
ABMM' , ACNN' et BCPP' .si A", B’ , C' désignent les milieux respectifs des segments

[M /N’] , [P/M] et [PN] , montrer que ABC et A'B'C’ ont le méme centre.

I.S : notons par a,a’,b,b’,c,c',m,m',n,n’, p, p' les affixes , dans le plan complexe, des points
A, A B,B'.C,C',M,M',N,N',P,P" respectivement.

En utilisant la formule de la rotation, on obtient les identités suivantes :

m+n 2a+(c—b)i

!

n'=a+(c—a)i et m'=a+(b—a)(—i) etdonc a =

2 2
. 2b+(a—c)i , 2C+(b—a)i
De la méme maniére on obtient b :# et ¢ :—2
d+b+c 2a+2b+2c+(c—b+a—c+b—a)i a+b+c
Puisque 3 = < — 3

Alors les deux triangles ABC et A'B'C' ont méme centre.

EXERCICE112 : Soit ABC un triangle a angles écus. Du méme coté de la droite (AC) que le point B, on

construit trois triangle isoceles DAB , BCE et AFC avec des angles droits aux points 4,C et F
respectivement. Montrer que les points D | E et I sont alignés.

I.S : soit a,b,c,d,e, f les affixes dans le plan complexe des points 4,B,C,D, E,F respectivement.
En appliquant la formule de la rotation on obtient les identités suivantes :

d:a+(b—a)(—i) , e:c+(b—c)i , a:f+(c—f)i
—ci a+c+(a—c)i d+e

a
On en déduit que f =

1= ) soit que les points D, E et F sont alignés.
—i

EXERCICE113 : Soit ABCD un parallélogramme. Sur les cotés [AB] et[CD] et a I'extérieur du
quadrilatere, on construit deux triangles équilatéraux. Sur les cotés [AD}et[BC] et a I'extérieur du
quadrilatere, on construit deux carrés de centre respectivement G et H .

Montrer que EHFG est un parallélogramme.

I.S : soit a,b,c,d,e, f,g,h les affixes dans le plan complexe des points 4,B,C,D,E,F,G,H
respectivement.

. , V4 . , Vs
La rotation de centre G et d’angle ? transforme A en D et La rotation de centre H et d’angle 5

transforme Cen Bdonc d-g=(a-g)i et b—h=(c—h)i

d—ai of h:b—cz
1—i 1-i

Soit que g =

. . , 7 .
De méme La rotation de centre E et d’angle 3 transforme B en A et La rotation de centre F' et

T

d’angle % transforme D en Adonc a-e=(b—e)e et c—f=(d-[)e avec c=e?
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a—be c—de

Soit que e= et f=
l-¢ l-¢
et puisque g+ = d-l—b—(Cf-f-C)l :(a+c)—(.a+c)z e
1-i 1—i
_(b+d _
et que €+f=a+c (b )8:a+c (a+c)g:a+c alors g+h=e+f

l-¢ l-¢
et donc EHFG est un parallélogramme.

EXERCICE114 : Soit ABC un triangle rectangle en C . Soit D la projection orthogonale de C sur la
droite (AB). Montrer que si M est le milieu du segment [DC] et N estle milieu de [BD} alors les

deux droites (AM) et (CN) sont perpendiculaires.

I.S : considérons le plan complexe d’origine au point C et soient a,b,c,d,m,n les affixes des points
A,B,C,D,M,N respectivement.

Les deux triangles ABC et CDB sont semblable de méme orientation, donc a—d :d_—db
. ab d ab b+d 2ab+b’
soit que d = ,donc m=—=—-— et n= =
a+b 2 2(a+b) 2 2(a+b)

ainsi donc arg(m_ajzarg(—%jzg et par suite (4M ) L(CN)
n

EXERCICE115 : Soit ABC un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de rayon 1
Montrer que pour tout point Pdece cercleona: PA>+ PB>+ PC* =6

I.S : Considérons le plan complexe rapporté a un repére orthonormé tel que les affixes des points 4,8 ,C

NG

. : |
soient les racines cubiques de I'unité 1, j, j° (avec j = —5—1—17 )

et soit z I'affixe du point P avec |z| =1

P4+ PB + PC* =|z—1] +|z— j|" +|z— /7
- (z—1)(2—1)+(z—j)(Z—})Jr(z—jz)(Z—F)
<3|z — (1 j+ )z = (14 7+ )z 14+ [+
=3+3=6

Ona:

EXERCICE116 : Soit B un point du segment [A C] .

On construit du méme cdté de la droite (AC) deux triangles équilatéraux 4BE et BCF Montrer que si

M est le milieu du segment [AF] et NV est le milieu du segment [CE} alors BMN est un triangle

équilatéral.

I.S : soit a,b,c,e, f,m,n les affixes dans le plan complexe des points 4,B,C,E,F,M,N respectivement.
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P
Le point £ est I'image du point B par la rotation de centre A et d’angle (EJ

donc e=b+(c—b)& ou g=e? , et de méme on obtient que f =b+(c—b)¢

a+b+(c-b)e c+a+(b—a)e m—b
donc m= el n= ; Il suffit donc de montrer que =¢
2 2 n—>b
or m‘é’:g & m-b=(n-b)e & a—b+(c-b)e=(cta-2b)e+(b—a)e’
n_

< a-b=(a—b)e+(b-a)(e-1) ce quiestvraipuisque &* =& -1

EXERCICE117 : Soit ABCD un carré de centre O et soit M ,N les milieux des segments [BO] et [CD]

respectivement. Montrer que AMN est un triangle isocéle et rectangle.

I.S : considérons le plan complexe centré au point O et tel que 1,i,—1,—i soient les affixes des points
A,B,C,D respectivement.
-1-i

2

. . i
Les points M et N ont dans ce cas pour affixes m :E et n=

Tl
2 2

Donc

i
l_i
A —
aff (4)—m 2 =i parsuite AM =NM et (AM)L(MN)
m

n—

EXERCICE118 : Soit ABCD un quadrilatére. On note A’ ,B',C" et D' les milieux des cotés
[AB],[BC], [CD] et [DA] . Montrer que A'B'C’D’ est un parallélogramme.

I.S : soit dans le plan complexe, a,b,c,d,a’,b’,c',d’ les affixes des points 4,B,C,D,A',B',C',D’
respectivement.

On a a,:a+b , b':b+c , c,:c+d ’ d,:d+a
2 2 2 2
d+a a+b | NP ,
Donc d'-a'= TS =c¢'-b' etdonc A'B'C’'D’ est un parallélogramme.

EXERCICE119 : Soit ABCD un quadrilatére convexe. On construit a I'extérieur de ce quadrilatére quatre
triangles isoceles rectangles A4'B , BB'C , CC'D et DD’A (comme indiqué sur le schéma)
Montrer que: 4'C’'= B'D' etque (4'C’) L (B'D’)

I.S : soit dans le plan complexe, a,b,c,d,a',b',c',d" les affixes des points 4,B,C,D,A',B',C',D'
respectivement.

pa
Le point A est I'image de B par la rotation de centre A' et d'angle(;} donc a—a'=i(b—a')

De la méme fagon on déduit que : b—b'=i(c—b") , c—c'=i(d-c"), d—d'=i(a—-d")
Donc (a—a')—(c—c")=i(b—d+c'-a") et (b—b')—(d—d")=i(c—a+d'-b")
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Ouencore (1-i)(c¢'-a')=i(b—d)+(c—a) et (1-i)(d'-b")=i(c—a)+(d-D)

Ainsi donc d'-b'=i(c'-a') soit que B'D'=A'C' et (A’C',B'D’):%

EXERCICE120 : Soit o € [0,27] , on considére I'équation z* —2°"' cos(a)z + 2> =0
On note z, et z, les deux solutions de cette équation, O Vorigine du repére, A le point d’affixe z, et Ble
point d’affixe z, .

Déterminer o pour que le triangle OAB soit équilatéral.

I.S : remarquons que les coefficients de cette équation sont réels donc z, ef z, sont conjuguées.
Ona z’ —=2""cos(a)z 42 =0 < (22 420 cos(oc))2 = (2“isin(0c))2

Remarque: az’ +bz+c=0 < (2az+b)2 =b’—4ac

Etdonc z, =2%¢“ et z,=z =2%¢™

ainsi donc O4=0B et il suffit d’avoir OA = AB

or OA=AB < 04’ =AB* < |zl|2:|zz—zl|2 = sinz(oz):1 < sin(a)=4%

et puisque o € [O, Zﬂ alors les valeurs qui conviennent sont :

EXERCICE121 : Dans le plan complexe, on considére les points M (z) , P(zz) et Q(z3) ou zeC

Déterminer I'ensemble des points M tels que M ,P et O soit alignés.

3
. s ) zZ -z
I.S : les points M , P et Q sont alignés si et seulementsi z° =z ou —; eR
z'—z

3
z —Zz

2
z —Z

et Z° =z ou eR < z=0ouz=lou z+1eR < zeR < M appartient a I'axe des réels.

Donc I'ensemble des points M tels que M ,P et O soit alignés est I'axe des réels.

EXERCICE122 : Soient z, er z, les deux solutions de 'équation : z* —(1+2i)z—14i=0

Pour tout entiern > 2, on note M , le point d’affixe z!, P le point d’affixe z, et O V'origine du repére.

Déterminer les entiers n pour lesquels OM P, est un triangle rectangle.

1Siona 22 —(142i)z—1+i=0 & (22— (1+20)) =1 & z=1+i ouz=i

n

OM P estrectangle < arg| = [=Z [z] < arg| L |=—— {Z}
zy 2 2n

2 2 n
; _ir T T T 2k+1) 7
Or i:i:m:ﬁe 4 donc OM P estrectangle < __:_+k_:( ) avec keZ
Zz j n"n 4 2n n 2”
_%:2k+1 < n=4k+2 avec k=0
n

Ainsi les entiers qui vérifies I'hypothése sont les entiers de la forme n=4k+2 : n=2;6;10;......
36




EXERCICE123 : Déterminer tous les nombres complexes z tels que le point M d’affixe z et les points
M, .M ,,M, d’affixes les racines cubiques de z forment un parallélogramme.

I.S : notons Z;,z, €l z; les trois racines cubiques de z

Puisque MM M, M, est un parallélogramme alors z+2z, =z, +z,

Et puisque Z,,Z, €l z; les trois racines cubiques de z alors 213 =Z§ :Z§’ =z et z+z,+z,=0
Donc z, +z, =—z, soit que z, +2z, =0

etdonc z,=0 ou z, =+i\2

siz, =0 alors z, =z, =0 et le parallélogramme est réduit a un seul point

siz, = +i\/2 alors z,=jz, et z,=jz, (1,jetj* sont les trois racines cubiques de 1)

EX0S124 : Soit ABCD un carré. On considére les deux points P € [AB] et Qe [BC] tels que
BP = BQ et soit I Ia projection orthogonale de Bsur (PC).
Montrer que les deux droites (QH) et(HD) sont orthogonales.

1.S : on suppose que le plan complexe est d’Origine le point B. Les points C, 4,0, P et D ont pour affixes

respectivement 1,i,a,ia et (1+i) (avec a e R" ) etle point H d’affixe h

Ona (HB)L(PC) < ciR < h(—ai—1)=—h(ai—1)

ia—1

eR < (h=1)(~ai~1)=(h-1)(ai-1)

Et P,H,C alignés <

ai—
( remarquer que l—1+i )
ai+1 h 1 a

En additionnant les deux équations on obtient: s =

De plus h—h(_lii) = al_(ll;Z:l) =-aieiR etdonc (HQ)L(HP)

EXERCICE125 : On considere dans C I’équation suivante :
(E): 7' +2(1-3) 2 +2(1-iv/3)2=8(1+i/3) =0
Sachant qu’elle admet une racine de la forme z, = 1+ Ai (/1 € R) et que z el z3 sont les deux autres

solutions de I’équation (E)

Montrer que les points A(zl),B(z2),C(z3) et D[zj sont cocycliques.
2]

I.S: C.N: z, =1+4i (A€R) estune solution de (E)

= (1+40) +2(1=3)(1+ )" +2(1-i3) (14 24) -8(1+i/3) =0

ce qui donne comme condition nécessaire, A= \/5
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C.S : Réciproquement on vérifie que z, =1+i+/3 est bien une racine de I'équation (E)

Soit z, et z; les deux autres solutions de I’équation(E)
242,42, =-2(1-i3) (1)
D’apres les formules de VIETTE, < z,z, + 2,2, + 2,2, = 2(1—1'\/5) (2) donc {
22,7, =8(1+i3) (3)

soit que Z, ef zZ;sont les deux racines de I’équation X —(3—i«/§)X+8 =0

Zy+22=—3+iJ§

z,z, =8

Donc z, =—1-i/3 et z,=2(-1+iV3)

2
Zy ——
s ere Z,— 2z Z) . . . .
et on vérifie que : -~ 5 eR ) donc les points A,B,C,D sont COCVCllqueS puisque ils ne sont pas
HBTH o, 2
3

Z

alignés.

EXERCICE126 : Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct(O,;,;)

Soient a , b et ¢ trois nombres complexes non nuls tel que: a+b#c

On consideére les trois points A(a) , B(b) et C(c) gu’on suppose non alignés.

T
Soient P(p) le centre de la rotation d’angle 5 qui transforme B en 4

/4
et Q(q) le centre de la rotation d’angle (— Ej qui transforme C en 4

et D(d) le milieu du segment [BC]

Soient E le symétrique de B par rapporta P et F le symétrique de C par rapport
a Qet K le milieu du segment [EF |

Montrer que les points K , P, Q et D sont cocycliques.

.S : on a par hypothéses:

a-p=i(b=p) , a=q=-i(c=q) , d=2, p=2 g L2 et
On en déduit que : :a_l.b , q:a_lc , d=b+c et k=p+q-d
1—i 1-i 2
k—-p k- d d
r p+ 1-4- p =1€RR donc les quatre points K,P,Q,D sont cocycliques.
d—p d—q d—p d—q

EXERCICE127: Trouver les nombres complexes z = x + iy avec (x,y) € Z* vérifiant: z° = 18 + 26i

P—3x =18
IS:Ona:z’ =18+26i < x2 xy3
3xy—y =26

posons y =1fx , dans I'égalité 26 (x — 3xy*)=18(3x’y — y’) six=0 er y=0 alors
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18(3t — ﬁ) — 26(1 - 3;2) soit que : (37— 1)(3t2 —12¢— 13) — 0 et donc la seule solution rationnelle es

1 .
tZE ce quidonne  etdonc z=23+i

EXERCICE128 : Considérons I'ensemble E={z€C:z=x—14xi , xR}

Montrer qu’il existe un unique U € E tel que : ‘u‘ < ‘Z‘ pour tout zE€E

I.S: Posons z=y—14iy avec y € R
il suffit de montrer qu’il existe un unique réel X €R tel que: (x —1)" + x> < (y —1)" + »* pour tout

y € R ce quiveut dire que x est le point minimum de la fonction /-y — f(y)=(y— 1)2 + y* or
1

S()=(r=1)+» :Z[y—%]z =

dont le minimum est E et il est atteint au point X = 5 etdonc z :5 +5i

avec aeR

EXERCICE129 : Résoudre dans C I'équation (En) : (lﬂzj = 1+ia

1-iz 1-ia

1+iz) 1+ia
I.S:ona = =

l1-iz l1—-ia 1-iz _|1—ia|_

(HiZJ ‘_|1+""|_1 = [1+iz =[1-7z|

Et |l+iz =[l-iz| = |1+iz|2 :|1—z'z|2 = (1+iz)(1—i2):(l—iz)(1+i2) = z=z = zeR

T T
Or pour tout Z €R il existe un unique 96}—5,5{ tel que z=tand et il existe un unique @ E}E’E[

tel que a=tano

Donc (1+12j :1+la = eﬂ"g:eiza < 2nl=2a [27[] ~ HEE [£:|

1-iz 1—ia nln

. . e a  kr
Ainsi donc les solutions de I’équation sont les z, =tan| —+— | avec ke{O,l, ..... ,n—l}
n o n

EXERCICE130 : Soit w € U, une racine n-iemme de 1 etz unnombre complexe tel que : ‘z — w"‘ <1 pour

k=0,1,....n—1. Montrerque: z=0

. . ) k=n—1 _ k=n—1
en sommant ces relations, on obtient : n‘z‘ <z w, [tz Z w, =0 etdonc z=0
k=0
k=n—1

puisque Z w, =0
k=0
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EXERCICE131 : Soit 7 ,z,, z, trois nombres complexes de méme module ettelsque: z + z, + z, = 0

1 1 1

1
Zl ZZ Z3 ZI+ZZ+Z3

.Re > ()

Montrer que: Re

- - - 1 1 1 z+z,+4z, z+z,+z
I.S:Posonsr=|zl|=|zz|=|z3|donc21-21222-22223-2321”2et—+—+—:1 2S5

Z1 22 Z3 7"2 l"z
, 1 z,+z,+z,
D’autre partona: = 5
z,+2z,+z, |21+Zz+23|
1 1 1 1 z 4z +z z 4z +z
par conséquent Re| —+—+—|.Re|———— | = Re| /————= |- Re| —/—————;
z, z, 2z z,+z,+z, r ‘Zl +z,+z,

-  \\2

(Re(z1 +2z, +Z3))
2 2
r*lz, +z, + 1z,

EXERCICE132 : Considérons I'ensemble 4 = {z eC:|z|< 1} et un nombre réel a tel que ‘a‘ > 1

. o 1+az N
Montrer que la fonction f - 4 — A définie par: f(Z) = est une bijection.

z4+a

.S : Montrons d’abord que la fonction 1 est bien définie : | f(z)| <1 pour tout z tel que |z|<1
En effet ‘f(z)‘<1 = |1+az|2 <|z+a|2 = (1+az)(l+a2)<(z+a)(§+a)

Soit que 1+|a|2 |z|2 < |a|2 +|z|2 ou encore (|a|2 —1)(|z|2 —1) <0 ce qui est vrai puisque |z| <let |a| >1

Pour montrer que f est une bijection il suffit de remarquer que pour tout x € 4 il existe un unique z € 4

l+az ax—1

tel que f(z)= = x il suffit de prendre z = =—f(—x) € 4 puisque |7| = |—f(—x)| <1
a—x

z+a

EXERCICE133 :Trouver tous les réels positifs x et y satisfaisant au systeme d’équations suivant :

@[1+x+y]:2
()
P

.S : posons u =+/x et v=\/; et z=u+iv donc (§) <

donc u+iv+ u-iv i+i4\/§ ou encore z+i— i+z‘4\/E soit que z+l— i+i4\/§
i B £ B B
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2 42

donc z vérifie I'équation z —($+ZWJZ+1 =0 dont les deux solutions sont :

(£+2—ﬁj+i[@+\/§J et [ﬁ—z—*/ﬁ}i[@—x/ﬁ}

3 21 3 21
2 2
3 2321 2414
Ce qui donne uz(gi \2/1_J et v=( fiﬁ} et donc x:(?isz et y:(ziﬁiﬁJ

EXERCICE134 : Montrer qu’il n’existe aucun entier naturel non nul »n tel que le nombre complexe
241

z =

. soit une racine n—iemme de l'unité.
—1

.S : Il est évident que ‘Z‘ =1
Supposons qu’il existe un entiern > 1 tel que z" =1
k

k=n
donc (2+i)' =(2—i)" or 2—|—i:(2—i)—|—2i donc (2—1’)" :sz: (Z—i)n_k (21')
k=0

soitaue (20 = (—2+i)| 33 € (2— i) (2} | = (~24 i) (a +ib) avec (a,b) € 22

k=1

on en déduit par passage au modules que : 2" = s(a2 + bz) et donc S divise 2" ce qui est absurde.

EXERCICE135 : SoitUU, I'ensemble des racines n—iemme de 'unité.

Montrer qu’il existe o € U, tel que 1+ o € U, si et seulement si n est un multiple de 6

1S:siaeU, et 1+acU,alors |a|=[1+a|=1etdonc1=|l+al =1+a+a+|a] =2+2Re(a)

V3

1 3 )
Et donc Re(a):—% soit que a:_EiiT et 1+a=§ii7=cos§iism§

Or1+a €U, donc (1+a)" =1 ce quidonne n=0 (6)

1 3 1 3
Réciproquement si n=0 (6) alors 0(=—5+i7€Un et 1+a=5+i7€Un

2
EXERCICE136 : Montrer que : (Cf —C}+C/—... ) —i—(C; —C+C—... ) =2" pourtout n €N
puis calculer les deux sommes: C. —C:+C!—....et C.—C:+C'—....
1.5:Posons x, =C, —C, +C' —.....et y,=C —C. +C —.....

A\ . s . 2 2
on remarque que : (1 + 1 =Xx +1i en passant aux modules au carre, on obtient : 2n =X +
q q n yn n n

n n

n z > nT > nw
Remarque : (1+4i)" =22 [cos?#—isin’%ﬁ] =x, +iy, etdonc x, =27 COST ety = 22s0n7
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EXERCICE137 : Considérons les entiers suivants :
a,=C'+C+C’+....
b,=C,+C'+C] +....
c,=C4+C +C +..

Montrer que: a. +b’ +c. —3ab.c, =2"

- . 2n . . 2w
I.S : Considérons le nombre complexe J = COS?—FZSZI’Z?

Remarquons que : j° =1 et 1+j+;° =0

ona:(1+1) =a,+b,+c,, (1+/) =a,+b,j+c,;* et(1+°) =a,+bj +c,j

parsuite : a; + b} + ¢, —3a,b,c, = (a,+ b, +¢c,)(a,+b,j+c,j’)(a, +b,j° +c,j)
=2 () () =2 () () =Y

n

EXERCICE138 : Soit z ,z,,....... ,z, n nombres complexes de module ]

k=n k=n
Montrer que 0 < [E Zk][ 1

k=1 k=1 Z

<n’

— 1
.S : par hypothéseona: z, =— pourtout k €{1,2,....n} donc
Zk

2l

=1 k=1 Zy k=1 k=1

=
Il

=

k=n k=n 1
Donc d’une part [ Zk][Z—] est un module au carré donc positif
k=1 Z

k=n k
et d’autre part en appliquant I'inégalité triangulaire, [ Zk][Z—

1 A3 .
EXERCICE139 : Soit j = _E—HT et n un entier naturel non nul.

k=n
Calculer: P= H(l—jk +j2k)
k=1

.S : remarquons que : 1—j+ ;> =—2j etque 1+ j—j>=-2;°
1 sin=0 (3)

Donc 1- "+ j*" =4 =2 sin=1 (3) ainsile produit de termes consécutifs est toujours égal a
—2j* sin=2 (3)

1-(-2j)-(-2/%) =4
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23 si n=0 (3)

2l 2141 n
Etdonc P=4-2 u si n=1 (3) avec {g} désigne la partie entiere de g

S0 si n=2 (3)

1
zZ+4—

z

EXERCICE140 : Soit a un réel strictement positif et £, = {Z eC*:

= a}
Trouver le minimum et le maximum de ‘Z‘ lorsque z € E,

Z—I—l =gq donc ¢° =

z

I.S: Soit z ¢ E_ona

12[ IH_1]|J+f+?+1
Zz4+—| =lz+—||lz+=|= >
z z z |Z|

Oou encore : Cl2

e (24 2) —2fef 1
i of

puisque z + z = 2 Re(z)estun réel.

a’+2—+a'+4a° o’ +2++a'+4a’
2 ’ 2

donc |2|' — |2 (a* + 2) +1=—(z+2) <0

2
ce qui nécessite : ‘Z‘ €

—a++d' +4 a+a’+4
’ 2

2

ou encore ‘Z‘ €

+Va’ +4

—a++a +4 a
et max‘z‘: )

2

et donc min‘z‘ =

2
EXERCICE141 : Montrer que pour tout nombre complexe z ,on a: |Z —i—l| > g ou ‘ZZ + 1‘ > 1

2
I.S : Supposons qu’il existe un nombre complexe z tel que: |Z + 1| < 7 et ‘22 + 1‘ <1

posons z = a +ib avec (a,b) € R? donc z* = a® — b* + 2iab

> 1 , P
et donc ‘Z-i-l‘ <§ et ‘Z —i—l‘ <1
soit que (a+1)2 +b <% et <a2 —b’ -I—l)2 +4a’b’ <1
par conséquent 2(a2 + b2)+ 4a+1<0 et <a2 —|—l)2)2 —|—2<a2 —bz) <0
en sommant, on obtient : (a2 —i—bz)2 -|—<2a —i—l)2 < 0 ce qui est absurde.
doncona: |z+1|2% ou ‘22—1—1‘21
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EXERCICE142 : Soit z € C* tel que: |z’ —1—% < 2 . Montrer que z—i—l <2
z z
1) 1 1 1 1
.S : a partir de I'identité [Z—I——] :Z3—|——3+3[Z+— on obtient |z4+—| —3|z4+—|—2<0
z z z z z
1 1| Y 1
soitque[z—l———Z][z—i———i—l <0 etdonc|z+—<2
z z z

EXERCICE143: Soient x, y ef z trois nombres complexes distincts telsque: y=1#x+ (1 — z‘)z avec
t €[0/1]
S ld- \x\ S =l

Montrer que :

1S:Ona: y=wo+(1-t)y & z—y=t(z—x)

A=p1 . [z =]
ERTR P

toujours vrais d’apres I'inégalité triangulaire appliquéea: y=1x+ (1 — z‘)z

I'inégalité devient (|z|— |y|) > t(|z|— |x|) donc ‘y‘ < (l—t)‘z‘-l—t‘x‘ ce qui est

la deuxieme inégalité est obtenue de la méme maniere en écrivant I'égalité: y =ix + (1 — Z‘)Z sous la

formey—x:(l—t)(z—x)

EXERCICE144 : Soient u , v, w et z quatre nombres complexes tels que :

|u|<1 ,|v|:let w:m
u-z—1

Montrer que : ‘W‘ <1 si et seulement si ‘z‘ <1

=z Ju—1
P e

I.S : Remarquer que M M ‘ <1 sjet seulement si ‘u — Z‘ < ‘uz — 1‘ si et seulement si

|u—z| <‘ z—l‘ S|etseulement5|( —Z)( —Z><( Z—l)(u;—1>
si et seulement si (‘u ‘— )(‘Z ‘—1) <0

puisque ‘u‘ <1 alors ‘W‘ <1si et seulement si ‘z‘ <1
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EXERCICE145 : Soit un entier naturel 72 >2 et soit Z un nombre complexe de modulel
Montrer que : n|1+Z|+‘1+22‘+‘1+23‘+ _____ +‘1+22n‘+‘1+z2n+1‘22n

I.S:0Ona:
- }k"j(\l 2] 1+ 2]+ k§”ﬁ\1 +2%|
k=1

Zsz‘z—z%ﬂ‘—}-sz‘l—}-z%‘Zkzn‘l—ZZk‘—f—ka‘l—{—ZZk‘Zif‘(l—ZZk)—F(l—{—ZZk)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Ce qu’il fallait démontré.

n‘1+z‘+‘l—|—zz‘+‘l+z3‘+ ...... —1—‘1—1—22”

+ ‘1 + 2+

=2n

EXERCICE146: Trouver tous les nombres complexes z tels que : ‘z —|z+ 1” = ‘z +|z- 1”

1S:0nalz—|z 41| =z +|z—1| & |z—|z+1 =|z+]z—1

ce quiveut dire (2 —|z+1)-(z =]z +1[) = (2 +]z ~1)-(z +]z 1]

ainsidonc: [z—|z +1|=|z+|z= 1| & z-z—(z42)z+ 1| +]z +1 =z z—(z+z)}z = | +]z [

soit que : |z+1|2 —|z—1|2 :(z+2)-(|z+l|+|z—1|) ou encore :
(z+1)(z+1)=(z=1)(z=1) =(z+2)- (|2 +1]+]z-1))

Ce qui est équivalent 3 : 2(z+2)=(z+2)-(|z+1]+|z1))

ce quidonne z+z=0 ou |z+1|+|z-1]=2

I’équation z+z =0 donne z€R

si ze C\R alors |z+1|+|z—1|=MA4+MBavec A(1) et B(-1) et puisque AB=2 alors I'équation

|z+1|+|z =1 =2 n’admet pas de solution autre que le segment [~1,1] c R c’est 'ensemble des points M

tels que MA+MB=AB

En conclusion I'ensemble cherché est R

EXERCICE147 : Montrer que pour tout nombre complexe z de modulel ,ona: 2 < |1 — z| + ‘1 + 22‘ <4

t

) . t) -
I.S : Posons z =¢" donc 1—z=—2s1n(5je2 et donc |1—Z| =2

ol

et 1+z°> =2cost-e" donc ‘1+22‘:2|cost|:2‘1—25in2 (éj‘

de plus on montre facilement que pour tout x € [—1;1] ona: 72£|x|+‘1—2x2‘ <2

etdonc /2 <[l — z|+ |1+ 2*|< 4
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EXERCICE148: Soit z er z, deux nombres complexes distincts et de méme module.

Montrer que : %‘Zl —|-Zz‘ < ‘Zl‘

.S : Posons z, =a+ib et z,=c+id avec a,b,c,d desnombres réels.

2 2
L'inégalité est équivalente a : (a+c) +(b+d) <4(a2+b2) et puisque a’> +b* =c* +d* alors
elle est équivalente aussi a (a —c)2 +(b —a’)2 >0 puisque z, # Z,

Remarque : Considérons les points M (z,)et N(z,) avec OM = ON

Si I est le milieu du segment [MN] alors I'affixe de [ est 4 —;ZZ et Ol <OM

1
EXERCICE149 : Soitz € C . Montrer que si ‘l—l-Z‘ <§ alors ‘1 + 22‘ > 1

1
.S : solution algébrigue : supposons que ‘H—Z‘ < 5 et ‘1 + 22‘ < letposons z=a+ib avec (a,b)eR’

Ona |l+z|2 :(a+1)2+b2 et ‘1+22‘2 :(az—bz+l)2+4azb2

1 142 <2 ¢ +2a+1+b <+
Donc ‘1+z‘<5 et ‘1+zz‘§1 S 4 o 4
‘1+zz‘2 >1 (a2 b’ +1)2 +4a’b’

4(a’ +b*)+8a+3<0 X
( 5 b2)2 4( , b2) 320 et en sommant, on obtient 2(a2+b2) +8a” +8a+3<0
2la” + +4(a” —b")+3<

2
Ce qui est absurde car 2(a2+b2)2>0 et 8a2+8a+3:8((a+%j +1741]>0

1
Doncona:si ‘1+Z‘<5 alors ‘1+22‘>1

Solution géométrique : soit Q(-1), M (z), M '(zz)

1
ona ‘1 —|—Z‘ < 5 donc M est dans le disque ouvert (D) de centre £ et de rayon %

si on considere les deux tangentes é(D) issues de O,|’origine du repére, elles coupent (D) en deux points

—— QK 1
Ket K'.l'angle KOQ i puisque son sinus est —— = —
6 oQ 2

A V4 V2 V4 V4
en on déduit que ﬂ—g<argz<ﬂ+g modulo 27 et donc —§<argz2 <+§ modulo 27

ainsi M'' se trouve  I'extérieur du disque (D') de centre de centre €2 et de rayon lce qui se traduit par

QM'=\1+22\>1
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EXERCICE150 : Soient g ,b et ¢ trois nombres complexes tels que : ‘a‘ = ‘b‘ = ‘c‘ =1 etque

a b
—+—+—+4+1=0
bc ca ab

Montrer que : ‘a—l—b—i—c‘ =lou?2

2 2 2
I.S:0Ona: a_+b_+c_+1:0 S dH+b+E+abe=0
bc ca a

Soit que : —4abc=a3+b3+c3—3abc=(a+b+c)(a2+b2+cz—ab—bc—ca)

Posons z=a+b+c , donc z° —3z(ab+bc+ca)=—4abc soit que z’ :abc(3z(l+%+lj—4j
a c
Ou encore z° = abc(3z(;+5+z)—4) = abc(3|z|2 —4) et donc |z|3 = ‘3|z|2 —4‘
Si ‘Z‘ Zi alors |z|3 —3|z|2 +4=0 ce quiimplique |z| =2
NE)
Si ‘Z‘ <i alors |z|3 +3|z|2 —4=0 ce quiimplique |z| =1
NE)

Donc dans tous les cas |z| =lou?2

EXERCICE151 : Déterminer les nombres complexes z tels que : ‘Z‘ =1 et |=+—|=1
.S : Posons z=cosx+isinx avec x¢€ [0; 27[[
-2
. 3 P4z
Danscecas | =|=+—|= | |2 :|cos2x+isin2x+cos2x—isin2x|:2|cos2x|
zZ zZ z
1
Donc cos2x =+—
2
. 1 ,, . . Vs hY/4 T 117
Si cos2x =— I'équation admet quatre solutions : x, =—, x,=—, x; =—, X, =——
2 6 6 6 6
. 1, . . T 27 4 Sz
Si cos2x:—EI équation admet encore quatre solutions : x; =?, X, :T, X, :T’ Xg :T

EXERCICE152 : Soient 4 et b deux nombres complexes tels que : ‘a‘ = ‘b‘ =r>0

b —b ) _ 1
I\/Iontrerque:[ EH_ ] —I—[ ? J >
r-—+ab r-—ab r

2

>1

r(a +b)

r +ab

b Y b Y _ 1
I.S:Ona[a+ J+[a ]> 2
r—ab

r* +ab r—ab) ~ 1’

+[ﬂ

r a+b)_ V2(€i2x+€i2y) _cos(x—y)

P iab 2 (1+ei(2x+2y)) - cos(x+y)

X

12 2
Posons a=ré~" et b=re” alors
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r(a b) l”( ) sin(x—y)
r —ab ,/2( 2"*“) sin x+y)

De mémeona:

Donc > cos’ (x—y)+sin’ (x—y)=1

2
r-—ab

at+b ) (a—b cos®(x—y)  sin’(x—y)
7 +ab T :cosz(x—l— T
y) sin (x—i—y

EXERCICE153: Soit a et z deux nombres complexes tels que : ‘a + Z‘ =1

Montrer que : ‘zz —|—a2‘ 2%

.S :p283 Posons z =r(cosx+isinx) et a=p(cosb+isinb)

2

1-r*—p
2rp

Ona:l=|z+d| :\/r2 +p” +2rpcos(x—b) donc cos(x—b)=

Et par suite ‘zz +a2‘ :\/r2 (cos2x+isin2x)+ p* (cos2b+isin2b)

= \/(r2 cos2x+ p’ cos Zb)2 + (r2 sin 2x + p° sin b)2

_ 2_ 2
- \/r4 +pt 4202 p? -(2(”—”]—1]
2rp

=J2rt +2p" +1-277 = 2>

[1-2d| (1-2r)

V2

s (20°-1) 20

o 2 2p  +1-217 =207 >

Finalementon a: ‘zz +a2‘ >

Ce qui achéve la démonstration.

EXERCICE154 : Soit 4,5 deux nombres réelstelsque a +b =1 et z,,z, deux nombres complexes de

|Zl +22|

méme modules égal al . Montrer que |az1 —|—bzz| > 5

.S : Posons z, =cos(t,)+isin(t,) et z,=cos(t,)+isin(t,)
Linégalité |az, + bz,| > @

\/(a cos(tl)+bcos(t2))2 +(a sin(tl)+bsin(t2))2 > %\/(cos(tl)+cos(t2))2 +(sin(tl)+sin(t2))2

Soit que 2\/a2 +b” +2abcos(t, —t,) 2\/2+cos(t1 —1,) ou encore que

est équivalente a

40> +4(1-a)’ +8a(1-a)cos(t,—1,)> 2+ 2cos(, —t,) soit que 1>cos(t,—1,)

ce qui est toujours vrai.
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k=n k=n
EXERCICE155 : Soit a un réel donné. Calculer C = Zak coskx et S= Zak sinkx

k=1 k=1

k=n k=n
.S:0na 1+C+iS=Zak(cosloc+isinloc): a* (cosx+isinx)k

k=0 k=0

B 1—a™! (cosx+isinx)"+1 ~ 1—a™! (cos(n+1)x+isin(n+l)x)

l—acosx—iasinx l—acosx—iasinx

[1—a"“(cos(n+1)x+isin(n+1)x)][1—acosx+iasinx]

a’—2acosx+1

a"? cosnx—a"" cos(n+1)x—acosx+1 a"?sinnx—a"" sin(n+1)x+asinx
Donc 1+C= > et S= :
a —2acosx+1 a —2acosx+1

EXERCICE156 : Calculer les deux sommes suivantes : choskt etstinkt (te ]0;2;7[)
k=1 k=1

.S : posons z=cost+isint
A partir de I'identité z + 22> +........ +nz" =(z+22+ ...... +2" )+ (27 + +z")+....+z”

z—1

n+l

1
n"" " —z

z—1 (2—1)2
( +1)S,n(2n+1)t
n mn-——_—"—
2 l—cos(n+1)¢
On déduit que : choskt: ; 2 - ( ; ) et
k=1 2sin— 4sin® —
2 2
+1)t
4 sin(n+1)r D08
D ksinkt = ( t) - t
k=l 4sin® — 2sin—
2 2
EXERCICE157 : Montrer que pour tout entier p > 1 il existe des réels 4,4, ,........... ,a, avec g, = 0 tel
4 . _ . 2 .2 \2 .2 \P
que pour toutréel £ ,ona: cos2pt=a,+a,sin"t+a, (sm t) o —I—ap(szn t)
.S : soit f€R et z=cost+isint
. ZZP+Z_2p 1 .. 2p . . 2p
On a : d’apres la formule d’EULER, cos2pt:T:E[(cost+zsmt) +(cost +isint) J

En utilisant la formule binomiale, on obtient :
cos2pt =C;, cos’ 1 —C;, cos*”sin’ t+....+(-1)" C}7 sin*” 1

Ainsi donc cos2 pt est un polyndme de degré p de sin’¢ et donc il existe des réels a,,a,,...... ,a, tels que

_ ) -2 ,\?
cos2pt=a,+a,sin"t+...... +ap(sm t)
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EXERCICE158 : Soit 0 ER et n € N . Calculer les sommes :

C= kicos(k@) , S= kisin (ke) , K= ki’(—l)k cos(ke) et L :kicos(ke—l—ap)
k=0 k=0 k=0 k=0

k=n—1 k=n-1 k=n-1

1S : Posons T=C+iS= 3 cos(kf)+isin(k0)= Y & = 3 ()

Si ¢ #1 , alors Y=—o = J e?

En considérons les parties réelles et imaginaires, on obtient :

=————>_—Cos 9 et §=————=sin 9
‘ sin(ij [ 2 j " sin[gj ( 2 j

EXERCICE159 : Pour € R et n e N , calculer les sommes suivantes :

C= kicosk (G)COS (k@) et S= kincosk (O)Sin(ke)
=0 =0

k=n—1 k=n—1

.S : Posons 2 =C+iS = Z cos” 9(cos(k9)+isin(k0)) = Z (cos&-e’p )k
k=0

k=0
i(n+1)0
1—cos™' @&

1—cos®-€&”

Si cos@-¢? #1 alors X=

1-cos™ - —isin(n+1)0-&"" sin(n+1)t9€m9

Or l—-cosx-e” =—isinx-e“donc X =

1—cos@-e” —isin@-e"”
sin(n+1)@ sin(n+1)6@
Par suite C:(,—)cosné et SZ#SHN@@
sind sin &

sin @

k=n
EXERCICE160 : Pour (a,b) €R? et n€N , calculer ZC,’,‘ cos(ak —i—b)

k=0
I.S:ona kz:fo cos(ak +b)= Re[kz_f C}fe“““”] = Re[eib .kz_fcfeiak]
k=0 k=0 k=0

Donc iC}f cos(ak +b)= Re(eib : (1 + ei“)n) =Re
k=0

¢ 2" cos"| 2" | = 2" cos”| 2| cos ﬂ—i—b
2 2 2
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k=n
et n€N ,calculer > (- 1)"_k C! M

EXERCICE161 : Pour x € %
k=0 COS ()C)

’

. k
X

e

= Re

k=n
1S:ona » (— l)n_k CfM =Re (—1)n_k ct.
k=0

COS(X)

cojzx) 1}
<os(x) _ pefitan(x)) = Re[e"”z“ fan’ (x)] — cos [?]mn" (x)

0 si n est impair

cos (X) (—1)g tan” (x) si n est pair

k=n—1 k

7Z' n

EXERCICE162 : Montrer que | [ sin— =5
k=1 n

j=n-1 n-1

k=n-1 l.ZkJ o Zk”
lS:ona x"-1=] [X e 7 J et en passant aux dérivées, on obtient nX"" Z H

k=0 Jj=0 k=0

k#j

n—1 Zk” n—1 ik—” n—1 ik—”
Et ainsi pour X =1 on obtient 5 = H[ n j stm( } no= 2”*11_[ sin (k_”je n
i n

k=1

. (kr e krx n
Puisque s1n£ J >0 pour 1<k <n-1 eten passant aux modules, Hsm{ J =
n i n

k=n

. n

EXERCICE163 : Montrer que pourtout € N ,ona: E ‘cosk‘ ZZ
k=1

I.S : on procede par récurrence
Il est facile de vérifier que cette propriété est vraie pour n=1,2,3

Montrons que pour tout n € N, si elle est vraie pour n alors elle est vraie pour (n +1)

k=n+1 k=n+1 k=n+1
En effet, S ,, = Z |cosk| Z cos’ k= Z 1+c;>s2k g+% Z cos 2k
k=1
k=n+1
Re[ e’”j
k=1

_ Re(gi(nﬁ) sin(”"‘l)J :|cos(n+1)+sin(n+1) < 1 <

Z cos2k

1 knit ‘

n
¢'sinl sinl “sinl 2

2
pour n>—— ou encore n>3
sinl
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EXERCICE164 : Soit 1 €N | calculer I'intégrale 1, :j; sin™" (t>COS(2mt) dt

it it \2™ 1\ ken N
I.S:ona Sinz’"(t)cos(2mt):Re[ez”’”(e —2e J (—l)mJ:(;m) Re(ez"”” Cé‘m(—e’”)k(e”)z kj

Donc sin®" (¢)cos (2mt) = (_41”1)’71 Z (—l)k cos(2mt —kt+(2m - k)t)

Puisque .[Oﬁcos(kt)dt=0 sik#0 et =x pour k=0

M k=2m

_ _1)” 1 si 4m—2k=0
alors 1, :% ,Z Chn (=1) (4200 = ( 41’") T AVEC an-ata) :{ i an
=0

0si 4m-2k+#0

EXERCICE165 : Soient ¢, b et ¢ trois nombres complexes non nuls, distincts et tels que : ‘a‘ = ‘b‘ = ‘c‘

1- Montrer que si 'équation az> + bz + ¢ = 0 admet une racine de module 1 alors b* = ac
2- Montrer que si les deux équations : az> + bz +c =0 et bz’ 4 cz + a = 0 ont chacune une racine de
modulel alors ‘a — b‘ = ‘b — c‘ = ‘c — a‘

I.S: 1- Soient z et t les deux racines de I’équation avec ‘Z‘ =1

_ cl
puisque  =—— alors |t| =
az

cl|lL

=1 car ‘a‘ = ‘c‘

allz

et puisque Z—H:—é et que ‘a‘ :‘b‘ alors ‘Z—I—t‘ =1 et donc ‘Z—l-t‘z :(Z-l-t)(;-l-;):l
a

2
ou encore (z—i—t)[%#—%] =1 soit que (z + t)2 — z¢ ce qui donne [—S] :g soit que b* = ac
2- d’aprés la question (jona: b° =ac et ¢’ = ab soitque b’c’> = a’bc donc a’ = bc

par suite @’ + b* + ¢> = ab+ bc + ca onendéduitque (a—b) +(b—c) +(c—a) =0
donc (a—b) +(b—c) +2(a=b)(b—c)+(c—a) =2(a—b)(b-c)

ce qui implique que (a — c)2 = (a—b)(b—c) etdonc |a— c|2 =|a—b||b— |

de laméme maniére on montre que : |a — b|2 =la—c|p—c| et |p— a|2 =la—cl|jb—¢|

ce qui acheve la démonstration.

EXERCICE166 : Sachant que X est un réel et que n est un entier supérieur ou égal a 2 , résoudre dans C

I’équation X(E + z”) = z(g —z")

.S : I'équation est équivalente a I'équation :z" (A +i) = E(—/l +1i)

En passant aux modules dans les deux membres de cette nouvelle équation on obtient |z"| = |z|

donc |z|=0 ou |z|=1

Si |Z| =0 alors z=0 et c’est bien une solution de I'’équation proposée.
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. -1 , ) R w —A+]
Si |Z| =1 alors z=— et donc I'équation peut &tre sous la forme: z"" = Tl
z +

—A+1 _ 1 . [0+ 2k
Puisque 1 ‘=1 alors il existe & €[0;27] tel que P =¢” etdoncz=e "' pour k=0,1,...,n
+
i€+2kﬂ
et donc I'équation admet 7 +1 solutions quisont: O etles z, =e " avec ke{O,l, ....... ,n} et
9=arg— 27
8 A+1 [ ]
EXERCICE167 : Considérons le sous-ensemble 4 = {z cC:z=a+ib, a>0, z| < 1}
0 1—x
Montrer que pour tout Z € A il existe un nombre X € 4 tel que: z= =
X

X . .
d’inconnue x a pour solution

.S : Soit z€ A . L’équation z =
1+ x

e l—Z: l—a-ib

I+z l+a+ib
(1—a)2+b2
(1+a)2+b2
1|2

|1+Z2

avec a>0et a’? +b* <1

Puisque |x|2 = <1 si et seulement si (1- a)2 <(1+ a)2 ou encore 4a >0 ce qui est vrai

et que Re(x)= >0 puisque |z| <1 alors x€ 4

EXERCICE168 : Considérons I’équation a coefficientsréels : x° +ax’ +bx* +cx’ +bx* +ax+1=0

on note X,,X, ,.....,X, ses racines dans C
k=6

Montrer que : H(x,f —H) = <2a —0)2

k=1

.S : Posons P(x) =x’+ax’ +bx* +ox’ +bx* +ax+1

k=6 k=6
Par hypothése on a: P(x) = (x—xk ) = (xk —x) pour tout xeC
k=1 k=1

k=6 k=6
Donc H(x,f —H) = (xk —H)(xk —i) = P(—i)-P(i) et en développant les calculs de P(i) et P(—i) on
k=1 k=1
k=6
trouve que H(x,f -l—l) = (2a —0)2

k=1

EXERCICE169 : Soitn € N" . Résoudre I'équation (z —1)" = (z +1)’

.S : remarquons que Z =—1 n’est pas une solution et donc

(z-1) =(z+1) & (Z‘ljnﬂ

z+1
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z—1 =
R 3k€{0,1,2, ....... ,l’l—l} ; ::e "
z

iZkﬂ' i2kiz
& EIke{O,l,Z, ....... ,n—l} ; z[l—e n j=[1+e n J

2krm
Sik=0 [e "= 1J ,onaura z-0=2 et donc I’équation n’admet pas de solution

kr

Dkx kxr i—
. l4e n 2eos— e ke
Si ke{l,2,....,n—1}, alors z = ——= n__ =icotan(—j
i— .. ko = n
l—e " —2isin—e "
n

) kr
En conclusion les solutions de cette équations sont les imaginaires pur icot an[— pour
n

EXERCICE170 : Calculer les deux sommes S, = cos [27“] + cos [47ﬁ] + cos [87ﬁ] et

S, = sin|— |+ sin|— |+ sin|—
7 7 7

.S : soit u une racine septiéme de l'unité (u7 = 1)

Posons s=u+u’+u',

- - =5 = 1 1 1 1+u+u o 1 a
ona:S=u-+tu +u :;+7+E:T puisque |u|:‘u ‘=‘u ‘zl

1 .-
deplus u’ =1 donc — =u’ et par suite s:(l+u2+u3)~u3 =uw+u’ +u’
u

- 1-u® u—u’
ona:s+s=u+u +uw +u'+iu’ +u’ =u- = =-1
I-u  1-u

et S~s:(u+u2+u4)(u3+u5+u6)=3+u+u2+u3+u4+u5+u6 =2

donc s et s sont les deux solutions de I'équation : > +7+2 =0 dont les racines sont :

s 4 .27 . 4 . 8« . T 2n 7
on remarque que Im(s)zlm(u +u +u ):sm—+sm—+sm—>0 puisque O<7<—<—
7 7 7

2
V7

1 7 1
donc s =—5+i7 et par suite S, =Re(s) == et S, =Im(s) =

1 1

a+b:a

EXERCICE171 : Caractériser les nombres complexesq et b tels que:

1
b

=l+l alors ab:(a+b)2

I.S : analyse, soient aetb tels que
a+b a




Sion pose S=a+b alors aetbsont les deux solutions de I'équation z*> — Sz +S*> =0 (formules de VIETTE).

1£4/3

Les deux solutions de cette équation sont: z = (a +b) et on a donc puisque aeth jouent le méme

: : .1 3
role, a=—jS et b=—;"S ou ]=—E+17 une racine cubique del

Synthése, si on pose a=—jS et b=—j"S avec S e C" quelconque, alors
1 1 1 1

+b=—(j+/)S=S j l+j+°=0)et—+—=—=

a (] Jj ) (puzsque j+J ) TN 0h

. . . 2 «
En conclusion, les solutions sont les nombres complexes de la forme a=—jS et b=—j°S avec S € C

guelconque

EXERCICE172 : On fixe # € N . Résoudre dans C I'équation: z" = z

I.S : notons (E) I'équation z" = z et posons Zzpeix avec p>0

On a (E) o {nxz—nx [272'] o {(n+l)anO [27r]
p"=p p"=p

* (0 est une solution triviale (si n#0 )

*si n=1 alors —1 et 1 sont solutions

=1 si n est pair
*sin>1,alors p"=p & pl=1 & r ‘ p ,
p ==l sin est impair
2
2k ) z=e " si nest pair
Et x=—— avec k €Z , soit que P

n+1 2 ) ]
z=xe ™ sin est impair

EXERCICE173 : Soient z ,s et t trois nombres complexes tels que : ‘Z‘ = ‘s‘ = M =RetS=t

: 1
Montrer que : mln‘as + (1 — a)t — Z‘ = —‘Z — SHZ —t‘
acR 2R

I.S : Posons u :as+(1—a)t avec a€R et M,S,TetU les points d’affixes z,s,tetu respectivement.

Par hypothése, le centre du cercle circonscrit au triangle MST est centré a |'origine du plan complexe.
Notons aussi que le point U se trouve sur la droite (ST) et donc MU:|u—z| est plus grande ou égale a

la hauteur MB du triangle MST issue du sommet M

Il suffit donc de montrer que MB :L|Z—l||Z—S| = LMS.MT
2R 2R

2MS.ST.TM
2aire| MST M.
Or MB = azre[ ] = 4R = S.MT ce qu’il fallait démontrer.
ST ST 2R
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EXERCICE174: Soient a,b,c,d quatre nombres complexes deux a deux disjoints et tels que :
b—a b—c

Re[ ] _ Re[ ] 0
d—a d—c

1- Trouver tous les entiers naturels n telsque: |b—a|" +|d —a| <|p—d[' <|p—c| +|d — ¢’

2- Montrer que : ‘C — a‘ < ‘d —b‘

I.S : Dans le plan complexe, considérons les points 4,B,C et D d’affixes ¢ ,b,c,d respectivement.

1- la condition Re[z_ a ] = Re[z_ ¢ ] = 0 implique que 1547) etﬁ) sont des angles droit
—a —c

donc |a —b| =AB et |a —d| = AD sont les cotés du triangle ABDrectangle en A dont I’hypoténuse est
BD =|b—d| et donc I'inégalité AB" + AD" < BD" est valable pour n>2

de méme |b—c| =BC et
est BD = |b—d

d —c| = CD sont les cotés du triangle BCDrectangle en C et dont I’hypoténuse

, donc I'inégalité BD" < BC" + CD" est valable pour n<2

par conséquent n=2
2-ona: AC :|a—c| <BD =|d—b| puisque AC est une corde du cercle de diamétre BD

EXERCICE175: Soit un entier n>3 et (a,8,X\) €U" telque o' =f3"=XN"=leta+3+X=0
Montrer que n=0 [3]

I.S : on suppose le plan complexe rapporté a un repére orthonormé d’origine O
et on considere les points A(a),B(f) et C(A)

ona a+PB+X=0 < OA+ OB + OC = 0 donc O est le centre de gravité du triangle ABC
=1 donc |a|=1 et par suite |[5'|=|/1|=|a|:1 donc O4A=0B=0C=1

n

or o

donc O est le centre du cercle circonscrit et le centre de gravité de ABC et donc ABC est équilatéral. D’ou

a=jpoua=jp

27n

sia"=(jp) =p" alors j' =1 donc e 3 =1 soit que 2%50 [27] et donc n=0 [3]

.Tn

si =(jzﬂ)n =" alors j”" =1 donc e * =—1 etdonc %E n [27] soit que n=0 [3]

EXERCICE176: Soient ABCD et BNMK deux carrés et soit £ le milieu du segment [AN] .

Si I est la projection orthogonale de B sur la droite (CK) , montrer que les points £ |F et B sont

alignés.

1.S : Considérons le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct d’origine F' et dont 'axe des
imaginaire est (FB)

Soient ¢,k ,ib les affixes respectives des points C,B,K (c,k,b sont des réels)

La rotation de centre B et d’angle % transforme C en 4 donc A a pour affixe a =b(1—i)+ci
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o . , V4 .
De méme, La rotation de centre B et d’angle _E transforme K en N donc N a pour affixe

n=b(1+i)—ki

Le milieu £ du segment [AN] a pour affixe e = a;n =b+ C;ki et donc Ee(FB)

EXERCICE177: Sur les c6tés AB ,BC ,CD et DA d’un quadrilatére et a |'extérieur de ce quadrilatére , on

construit quatre carrés de centres respectivement O, , O, , O, et O,

Montrer que : (0103) L (0204) et 0,0, =0,0,

I.S : Posons ABMM', BCNN',CDPP'et DAQQ' les quatre carrés de centre respectivement
0,,0,,0,et O,

Le point M est obtenu du point A par la rotation de centre B et d’angle B donc son affixe est

m=>b+(a—b)i etde mémeonobtient n=c+(b—c)i , p=d+(c—d)i et g=a+(d—a)i
Ce quidonne (0,0,) L(0,0,) et 0,0,=0,0,

a+m a+b:(a—b)i b+c+(b—c)i c+d+(c—d)i d+a+(d—a)i
0, = = y O =———— , 0;= et 0, =
2 2 2 2 2
0;—0 .. — —
Donc =——=—i iR et par suite puisque |2 "% |1 et arg| 2~ % |= % [27]
0,—0, 0,—0, 0,0, 2

EXERCICE178: Soit ABO un triangle équilatéral de centre S et soit A’B’O un autre triangle équilatéral
avec la méme orientation et S = A’ et S = B’

Considérons M et N les milieux des segments A'B et AB’ . Montrer que SB'M et SA'N sont

semblables d’orientations opposées.

.S : considérons le plan complexe d’origine au point S et tel que le point O a pour affixe un réel positif et
27
i

posons £ =¢ °

Les affixes des points O, 4 et B sont, respectivement R,&R et &R

Soit R+z I'affixe du point B’ , donc R—&z est Iaffixe du point A4 .
Ainsi les affixes des milieux M et N sont:

:ZB+ZAr:_5(R+Z) _z,+zy R-sz

zZ et z, = =
) 2 A ¢
Orona 28 —%s _ 2o 7% Rtz _R-ez PN |g|2 —1 etdonc les triangles SB'M et SA'N
Zy —Zg Zy—Zg —8(R+z) R—-¢z

2 -2&
sont semblables d’orientations opposées.
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EXERCICE179 : Sur les cotés d’un triangle ABC et a I'extérieur de ce dernier on construit trois triangles

T
isoceles et d’angle aux sommets — (n étant un entier naturel non nul) .
n

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles les centres de ces triangles forment un triangle équilatéral.

I.S : soient M, N, P les sommets de ces triangles construit respectivement sur BC,CA, AB et
a,b,c,m,n, p les affixes respectifs de ses points.

Les angles @,B/A/Rf,m ont pour mesure 2z
n

2n
Sionpose e=e " alors a=p+e(b—p) , b=m+e(c—m) et a=n+¢(a—n)
b-e&c c—é&a a—e&b

Donc m = , n= et p=
l-¢ l1-¢ l-¢

MNP est équilatéral si et seulement si m +n +p2 =mn+np+ pm
Donc (b—gc)2 +(C—8a)2 +(a—$b)2 =(b-ec)(c—ea)+(c—¢a)(a—eb)+(a—eb)(b-ec)
Ce qui donne (1+8+82)[(61—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2]:O etdonc l+s+&”=0

soit que €=/ ou encore n=3

EXERCICE180 : Soit ABC et A'B'C’ deux triangles équilatérales qui ont méme orientation. Montrer que
les cotés [4A4'|,[BB'] et [CC'] sont les c6tés d’un triangle.

.S :soient a,b,c,a’,b’,c' les affixes respectifs des points 4,B,C, A',B',C’
1 1 1
puisque ABC et A'B'C’ sont semblables (puisque équilatéraux) alors @ b ¢|=0

Soit que a'(b—c)+b'(c—a)+c'(a-b)=0

De plus on a cette relation évidente :a(b—c)+b(c—a)+c(a—b)=0

Ainsi donc (a'—a)(b—c)+(b'=b)(c—a)+(c'-c)(a-b)=0

En passant aux modules, on obtient |a’—a||b—c| S|b’—b||c—a|+|c’—c||a—b|

Ce qui donne AA'< BB'+CC' puisque |b—c| :|c—a| =|a—b|

De la méme maniére on montre que BB'< CC'+ AA" et CC'< AA'+ BB' c.q.f.d

EXERCICE181 : Soit ABC' un triangle et P un point du plan .
Onpose: o= BC ,3=AC et y= AB , montrer que: a.PB.PC +(3.PC.PA+ ~.PA.PB > a3y

1.S : on considére le plan complexe avec P comme origine du repére et soient a,b,c les affixes respectifs
des points 4,B,C
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bc ca ab

(a—b)(a—c) (b—c)(b-a) (c—a)(c—b)

A partir de I'identité algébrique =1 et en passant aux

modules, on obtient : |b||c| + |c||a| + |a||b| >1
|a—b||a—c| |b—c||b—a| |c—a||c—b|

. PB.PC PC.PA PAPB

Soit que + + 21 c.q.f.d

By ya af

EXERCICE182 : Soit ABC un triangle de centre le point P et R le rayon de son cercle circonscrit.
Soit R, ,R,, R, respectivement le rayon du cercle circonscrit au cercle PBC,PCA,PAB .

Montrerque: R + R, + R, > 3R

.S : d’apres I'exercice précédent, ona «.PB.PC + (3.PC.PA+ ~.PA.PB > o3 avec «, 3,7 les

longueurs des cotés du triangle ABC

Or a.PB.PC =4R,.Aire(PBC) = 4RI%.Aire(ABC) , B.PC.PA= 4R2%.Aire(ABC)
Et y.PA.PB= 4R3%.Aire(ABC)

On en déduit que g(}e1 +R, +R,).Aire(ABC) > 4R.Aire(ABC) soit que R +R, +R >3R

EXERCICE183 : Soita ,b,c et d quatre nombres complexes deux a deux distincts et tels que :
la| =|b|=|c|=]|d| et a+b+c+d =0

Montrer que les points d’affixe a ,b,c et d respectivement sont les sommets d’un rectangle.

1S:ona a+b+c+d=0 donc a+d=—(b+c) etdonc |a+d| =|b+c|" soit que
|a|2+|al|2+2Re(azZl):|b|2 +|c|2+2Re(bZ’) et puisque |a| = |b| = |c| =|d]| alors Re(ac_i):Re(bE)
Soit que 040D = 0B -OC donc AOD=COB

De plus AD’ =[a—d]’ =|a[ +|d| ~2Re(ad)

et BC' =|b—c[ =|p[ +|c[" —2Re(bc) par suite puisque Re(ad)=Re(be) et |a| = |b|=|c|=|d]
alors BC = AD et donc ABCD est un rectangle.

EXERCICE184 : Soit ABC un triangle. Montrer que pour tout pointM duplanona:
AM sin A< BM sin B+ CM sinC

1.S : considérons le plan complexe avec M comme origine du repére et posons a,b,c les affixes des points
A, B,C respectivement.

Puisque a(b—c) :b(a—c)+c(b—a) alors |a||b—c| S|b||a—c|+|c||b—a| soit que

AM .BC < BM.AC+CM.AB ou encore que 2R AM.sin A<2R.BM.sin B+2R.CM.sinC ou R est le

rayon du cercle circonscrit au triangle ABC

Soit que AM.sin A< BM.sin B+ CM.sin C
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EXERCICE185 : Sur chaque c6té d’un parallélogramme, un carré est tracer a I'extérieur du
parallélogramme. Montrer que les centres de ces carrés sont les sommets d’un autre carré.

I.S : considérons le plan complexe d’origine le point d’intersection des diagonales du parallélogramme
ABCD. Soit a,b,—a et —b les affixes des points 4,B,C et D respectivement.

Si O, désigne le centre du carré sur le c6té [ 4B] alors B est I'image de A par la rotation de centre O, et

4 . . b+ia
d’angle | —— | donc b=(—l)(d—21)+21 ce qui donne z, = -
2 1+i
A s : a—ib ~b—ia —a+ib
De la méme maniére on obtient : z, = — , Z;= — et z,= -
1+ 1+ 1+17

zZ,—-z, T
Ainsi donc 0,00, =arg=—"==— et 00, =00,
z,—z 2

z,—z
n _ 4~ 43
De méme 0,0,0, =arg

zr
=3 et 00, =00, par suite ,0,0,0, est un carré.

2y 724

EXERCICE186 : Soit ABCDEF' un hexagone régulier. Soit M un point de la diagonale [AC] et N un
M _CN |
AC CE

Déterminer » sachant que les points B , M et N soient alignés.

point de la diagonale [CE] telle que :

1.S : considérons le plan complexe centré au point U, centre du I'hexagone régulier et tels que

1,6‘,82,83,6‘4,6‘5 soient les affixes des points B,C,D, E,F, A respectivement.(& = e’ )
M E 1-
Puisque C_NE_1-r alors m=¢er+&’(1-r) et n=éer+e(1-r)
MA NC r

5

. D .m—1
Les points B,M et N sont alignés si et seulement si " eR
n_

1 A3

Ona m—1=8r+85(1—r)—1=gr—gz(l—r)—1:—5+i7(2r—l)

13r\/§

Et n—1=£3r+5(1—r)—1=—r+8(1—r)—1:————+i—(l—r)

2 2 2
~1+iV3(2r - 1)
~(1+3r)+iV3(1-7)

m—1 _ —1+i\/§(2r—1)

n—-1 —(1+3r)+i\/§(1—r)

Donc

eR’ siet seulement si Im[

3
Si et seulement si ﬁ(l—r)—(1+3r)-\/§(2r—1) =0 ce qui est équivalenta »* = % ou encore r:£
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EXERCICE187 : On considere trois triangles équilatéraux O4AB , OCD et OEF qu’on suppose de méme

sens. Montrer que les milieux des segments BC , DE et FA sont les sommets d’un triangle équilatéral.

.S : : considérons le plan complexe centré au pointO, et soient a,b,c,d,e, f,m,n, p les affixes des points
A,B,C,D,E,F,M,N,P avec M,N,P désignent les milieux des segments BC , DE et FA

respectivement.

T
=

Sionpose ¢=e?® alorsb=ac, d=ce , f=ec

b+c ae+c d+e cec+e f+a ec+a
Et m= = , n= = , P= =
2 2 2 2 2 2
1 1 N3
Or m+82n+€4p=m+€2n—8p:E(a€+c—c+e82—e€2—ea):O et 82:]:_5+17:e 3

Alors m+jn+j2p=0 et donc le triangle MNP est équilatéral.

EXERCICE188 : On construit sur les cdtés d’un triangle ABC et a I'extérieur du triangle, les carrés BCPQ
et ACMN . On note D et E les centres respectifs de ces carrés, G le milieu de [AB} et I le milieu de

[MP] . Montrer que EGDF est un carré.

.S : soit dans le plan complexe, a,b,c,d,e, f,g,m,n, p,q les affixes des points
A,B,C,D,E,F,G,M,N,P,Q respectivement.

Vs
Onag :a—;b et le point P se déduit du point B par la rotation de centre C et d’angle (Ej

pa
Donc p—c=i(b—c) etde mémeona m—c=—i(a—c) (rotation de centre C et d’angle(—EJ )

a+m:(1—i)a+(1+i)c :b+p:(1+i)b+(1—i)c

Enfi déduit e= t d

nfin on déduit que 5 5 5 5
ib—a+(1-i)c —ia—-b+(1+i)c

Etdonc d—g= (=) et e—g= 2( ) ainsi e—g=i(d-g)

et donc EG=DG et EGD :% (est un angle droit) soit que EGDF est un carré.

EXERCICE189 : Soit w un nombre complexe fixé.

On considere I'équation z* + (2 +iw)z + (iw+2—w) =0

On note z, et z, les deux solutions de cette équation, Qle point d’affixew , Ale point d’affixe z et Ble
point d’affixe z, .

Déterminer I'ensemble des points (ltels que les points 2 , 4 et B soient alignés.

IS:ona z’ —I—(2+iw>z—|—(z’w+2—w> =0 & (22—(2+iw>>2 :[i(w—2)]2
Donc les deux solutions de I'équation sont : z, =—1-i ef z,=—iw—1+i

2y T4
o-z

Les points ) , 4 et B sont alignés si et seulement si eR ou o=z
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Z, T4

Soit que 22— %1 :(

j ou w=-1-i cequidonne 2603)—((04—5))—1'((0—2))—420 ou w=-1-i
w-z

®-z,
Ainsi donc les points ) | 4 et B sont alignés < 2|a)|2 —2Re(w)+2Im(w)-4=0 ou w=-1-i
Sion pose @=x+iy avec (x,y)€R’ alors

les points Q2 , 4 er B sontalignés < 2(x*+y*)-2x+2y-4=0 ou w=-1-i

S X+ —x+y-2=0 ou o=-1-i

1Y 1Y 5
S |x—=| +|y+=-| ==
2 2) 2

1 .1 5
Le lieu des points Q(w) est donc le cercle de centre le point P[E_ZEJ et de rayon R = \/;

EXERCICE190 : Soit ABC' un triangle, O le milieu de [AC| et R le milieu de [4B] . On note o3 et \ les
longueurs des cotés opposés respectivementa 4, B et C .
Montrer que : (BQ) 1 (CR) & B+ N =50

.S : Soit a,b,c,q,r les affixes dans le plan complexe des points 4, B,C,Q, R respectivement.

Onaq:a+c of r:a+b
2
“t(8) L(CR) = TCem ;:Z:‘[;:ZJ o (r-o)(7-B)+(F-2)-(g-b)=0

& 2aa+ac+ac—ab—ab+5ch+5ch—4bb—4cc =0
Et A+ =5 < |a—c|2+|a—b|2—5|b—c|2=0 & (a—c)(a—Z)+(a—b)(5—5)—5(b—c)(5—2):0
& 2aa+ac+ac—ab—ab+5ch+5ch—4bb—4cc =0
Soit que (BQ)J_(CR) & B +N =50

EXERCICE191 : Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z tel que z—|—l =2
Z

1 1 1)(- 1
IS:ona |z+—|=2 & |z4+—| =4 & |z+—||z+=|—4=0

z z z z

—\2 , 2 —
(ZZ) +z°+z +1-4zz . 5
& = =0 < |of' +2Re(2*) 4| +1=0

zZz
2
On posant z=x+iy avec (x,y)eR’ on obtient : (x2 +y2) +2(x2 —)/2)—4(x2 +y2)+1:O
Soit que x* +2x’ (y2 —1)+ y*—6y° +1=0 et on considérons cette équation comme une équation
2
d’inconnue x? , dont le discriminant est A:4(y2 —1) —4(y4 -6y’ +1) =16y’

on obtient la factorisation suivante : x* + 2x? (y2 —1)+ Y —6y*+1= (x2 +y2+ 2y—1)(x2 +y7 - 2y—1)
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z+l=2 &S X+ +2y—1=0 ou x*’+y*—2y—1=0

z

ainsi donc

= x2+(y+1)2=2 ou x2+(y—1)2=2

Et donc I'ensemble cherché est la réunion de deux cercles, I'un est le cercle de centre le point A4 (—i) et de

rayon /2 et 'autre le cercle de centre le point B(i) et de rayon /2

EXERCICE192 : On considere le polynd6me P(z) =2 4 pz+gq avec (p,q) eC’
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur le couple (p,q) pour que les images de ses racines

forment un triangles rectangle isocele.

.S : soit a,b,c les trois racines de P(z) et 4, B,C leurs point images dans le plan complexe.

|b—a|:|c—a|

=7 [or]

Le triangle ABC est rectangle isocéle en A si et seulement si (C_aj pa
arg =—
2

b—a
On en déduit que le triangle ABC est rectangle isoceéle en A si et seulementsi b—a = J_ri(c—a)
Sib—a=i(c-a),
puisque d’aprés les formules de VIETTE P(z)=2z"—(a+b+c)z* +(ab+bc+ca)z—abc

ainsidonc a+b+c=0 et ab+bc+ca=p et abc=—q

1430 =3 3. 5
2 4 PTY =75

a , b=a+i(c—a)= ’

d’ou en déduit que ¢ =

27 . , .
etdonc p’ = %qz (C’est une condition nécessaire)

3q 1-3i
— a
Sp
P(a)=P(b)=P(c)=0 (cest une condition suffisante)

L. .5 27, _ 1+3i
reciproquement, si p :%q etenposant: a=— et c= 5 a alors

EXERCICE193 : Soit (a,b,p) €U’ .Onnote 4,B et P les points d’affixe g ,b et p respectivement. Soit
H e projeté orthogonal de P sur la droite (AB) et & son affixe.

(p—a)(p—b)

Montrerque: p—h= (U={zeC/l|=1})

-1
I.S : on rappelle que |z|:1 & z=—
z

ona (PH) L(4B) & ""P_ 7P  pe(up) o 120 _12d
b—a b—a b—a b-a
R (1—a)1-b)
On en déduit que & = a + b—abh ensuite que l—h:f
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..........

n

Jj=n k=n z k=n
Montrer que: Re —+|=0 < z, =0
=1 k=1 Zk k=1
j=n k=n z
.S PosonsS:Z s

2
sz et donc S est un réel

k=1

=0 < izkzo

k=1

EXERCICE195: Soient ¢ ¢t b deux nombres complexes tels que : ‘a‘ = ‘b‘ =r>0

[ a+b J2 [ a—>b ] 1
Montrer que : + —

¥’ +ab ¥’ —ab) 1’
2 2
a+b Y a—b 1 r(a+b) r(a—>b)
1S:0 + > o |— 2| |- 7| >]
na[rz—l—ab] [r —ab] — r* +ab r’—ab |

r(a+b) Vz(elzx 'zy) _cos(x—y)

+ab r2(1 2“”) cos(x+y)

X

12 2
Posons a=ré~" et b=re” alors

— 2 _ oy
Demémeona:r(za b):r( ) sin(x—y)
r-—ab r2( 2"*”) sin(x+y)
Donc ath ]2+[ a—b ] _ 8 (x—y)+szn (x_y)>c0s2(x—y)+sin2(x—y):1
r*+ab) \r’—ab) cos’(x+y) sin’(x+y)”

EXERCICE196 : Soit z, , z, z, des nombres complexes tels que : z, = (1-i)"

n—k
’.n—l} ; ZkJrl = (<k—|—l))zk

..........

et pour tout k € {0;1; .......

Montrer que : |z, + |z, + ...+ |z, < w
n!
.S : Remarquons d’abord que z, =i* - C* -z, pour tout k € {0;1; ....... ,'n—l}

k=n k=n n
Ona:Z|zk|2=|zo|2(Z(Cf)2j:|zo|2.C§n:2”-C§n:%2n(2n—l) ..... (n+1)
k=0 k=0 .

en appliquant I'inégalité des moyennes arithmétique et géométrique on obtient :
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Z|Zk|_ (2n+ (2n—1)+...... +(n+1)j" (3n+1)

n!

k=3n—1

EXERCICE197 :Calculer la somme  S= > (1) C%*'3*
k=0
I.S: ona:
k=3n—1 k=3n—1 k=3n—1 2%
S= (-1 cay =3 ca(-3) = 3 (i3
k=0 k=0 k=0

kinj 1 o ( )2"“ _ %1}%(1 +i3 )6"
6n

——Im

v

Iy
cos—+ls1n—
{ 3]

EXERCICE198 : Quel est le nombre d’entiers naturels a 7 chiffres choisit dans 'ensemble {2,3, 7,9} qui

sont divisibles par 3 ?

.S : Soit x, le nombre d’entiers positifs de n chiffres choisit dans I’ensemble {2,3,7,9} et qui soit

congrus a0 modulo 3
et y le nombre d’entiers positifs de n chiffres choisit dans I'ensemble {2,3, 7,9} et qui soit congrus al
modulo 3

et z lenombre d’entiers positifs de n chiffres choisit dans I'ensemble {2,3, 7,9} et qui soit congrus a 2

modulo 3
27 27

Considérons le nombre complexe J = COS? +lSlI’l?

il est évident que x, +y, +z, =4" et que

X +ynj —I—anz _ Z j2a+3b+7c+9d _ (]2 ‘|‘j3 ‘|‘j7 _|_j9 )” —1

a+b+c+d=n

donc x, —1+ jy, +j’z, =0 ce quidonne X, —1=y, =z, =k soit que 3k=x,+y, +z,—1=4"—1

etdonc k =l(4” —1) et finalement x, :k+1:l(4” +2)
3 3

EXERCICE199 : Montrer que I'entier ZC%H 2% nest pas divisible par 5 pour tout entier n >0

2n+1"

.S : Par développement, on a: (H—l\/_) =R —l—l\/_] avec R ZC;:H( )3 et

2k+1 ~3k
Z C2n+1 2

k=0

2n+1 2 2
En passant aux modules, on trouve : 3" = R 421
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puisque 3> = —1 [5] alors R’ +2I =43 [5]

s'il existe un entiern tel que 7, soit divisible par5 alors R} = +3 [5] ce qui est absurde car tout carré

est congrua 0,1 ou 4 modulo5

EXERCICE200 : Soienta ,h,c et d des nombres complexes.

Montrer que : Re(ab + ca’) < \/(|a|2 + |c|2)-(|b|2 + |d|2)

.S : pour tout x € [0,+0[ ,ona:

a— xb‘ a xb)(a—xb):|a|2+x2|b|2—2Re(xab)
Donc ‘a—xb‘ +‘c—xd‘ =|a| +|c| +x (|b| +|d|2)—2xRe(ab+cd)ZO

On en déduit que : 2xRe(ab+cd) < |a|2 +|c|2 +x? (|b|2 +|d|2)

2 2
Ou encore : Re(ab+cd)£|a| + +£(|b|2+|d|2)
2x 2

Or la fonction f:x+> f(x) :21+% admet un minimum en x, = \/%
x

2 2
Doncen posons a =af +|c[ ez p=|p[ +|d| alors x, = ||Z||2 :||;||2
Et Re(ab+cd)< f(x,)= \/(|a|2 _|_|c|2)-(|b|2 +|d|2)
k=n—1
EXERCICE201 : Soient ¢ ,a,,......., a, , n nombres complexes tels que Z ‘a ‘ <1 Montrer que les
k=0
racines du polynéme P( )— Z"+a, 2"+ ... + a, sont de module strictement inférieur al .
.5:0na 1=|1+a0 +a,+...+a, , —a,—a,—.. —an_1| S|l+a0 +a,+...+a, |+
Donc |1+a0 +a,+.... +an_1| 21—|a0|—|al|— ..... —la,,
Ainsi P(Z)‘: S I ) P T m
z" z z" |z| "
Si |z|>1 alors — 1 —<1 etdonc || |k| >—|a,| pour tout k€ {0;1;2;...;n 1)
Z
P( ) . k=n—1
Soit que >1-|ay|~|a| ... ~|a, | > 0 puisque Z ‘ak‘<1 etdonc P(z)#0
z" k=0

En en déduit que si P(z)=0 alors |z| <1
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EXERCICE202 : Calculer: S, = > CX* , §,= > C*" et A= > C*

n

0<2k<n 0<2k+1<n 0<3k<n
1S:ona S+, Zc"_zn et §-8,=C-> C= ch f=(1-1)"=0
k pair kimpair

Ainsi donc S, =S, =2""

A 3k 3k+1 3k
De la méme fagon, en posant: A = Z C",A = Z C"et A = E C
0<3k<n 0<3k+1<n 0<3k+2<n

B

N 1
Ona Ay+A +A, =) Ci=2" et avec j=——+i—

k=0 2 2
A0+jA1+j2A2 _ Z C3k+ Z j3k+1C:k+l+ Z (] )3"+2 32 ch K 1+])
0<3k<n 0<3k+1<n 0<3k+2<n

Puisque j° =1 et donc j* =1 et( 2)3k+2:j

De méme A0+j2A1+jA2 _ Z C3k+ Z (j2)3k+1 Cjk+l+ Z j3k+2csk+2 :ic;f (jz)k :(1+j2)n
k=0

0<3k<n 0<3k+1<n 0<3k+2<n
Puisque 1+/+;" =0 alors 3A, = (A, +A, +4,)+ (A, + jA, + 2A, )+ (A, + /°A, + /A, )
Soit que 3A, =2"+(1+ )’ +(1+j2)n

= — 1 a1
Puisque 1+ j=—j> =/ et 1+ =1+ ;% alors A=A, :5(2"+2Re(1+j) ):§£2” +2cos%)

EXERCICE203 : Soita,b et ¢ trois nombres complexes tels que : (a — b)7 + (b — c)7 e (e a)7 =0

Montrer que : z‘b—c‘ :‘c—a‘

I.S:posons x=a—-b, y=b—c et z=c—a

Onaalors Xx+y+z=0 et x'+y" +z' =0

. X
Si z#0 ,onpose a == et ﬂ:Z etdonc a+ f=-1 et 0(7+ﬂ7=—
z z

7
on en déduit que @' —(—p) :—1:(05+ﬂ)(056—055,B+054ﬁ2—0{%’3 +a’ B —af’ +ﬂ6)
soitque o’ —a’ B+’ -’ B+’ B —aff + =1 (*)
posonsencore s=a+f et p=aff onobtient (a®+A°)-p(a’+p*)+p*(a’+p)-p =1
puisque & +/F =s"—2p=1-2p etdonc a* + f* =1-4p+2p> et a'+ f° Z(I—Zp)(l—4p+p2)
et donc en remplagant dans (*) on obtient —1p’ +14p* =7 p+1=1 soit que 7p(p-1)=0
etdonc p=0ou p=1
si p=0alorsa=0 ou =0 parsuite x=0 ou y=0 cequiimpliqueque a=b ou b=c
ce qui est faux et donc p=1
dans ce cas, puisque a+ B=—1 et aff=1 alors a et B sont les deux racines de I'équation : x* +x+1=0

,etdonc a et fsont deuxracines cubiques de 1
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par suite & = /& =1 et donc |a|=|,8|=1 soit que ‘a—b‘ :‘b—c‘ :‘c—a‘

EXERCICE204: Déterminer tous les nombres complexes z tels que les points d’affixes respectives

2 3 4 . . \ . . e
z,z" ,z" ,z soient dans cet ordre les sommets d’'un quadrilatére inscriptible dans un cercle.

. -z -2 .
I.S : par hypothese on a > - 2 eR soit que
z—2z" z-z

l+z+2°

* 1 .
€R ouencore —1+(z+—}eR ce qui
z

1
donne z+—eR
z

Puisque z+leR = z+l:;+i = (z—;)(|z|2—1):0 < zelR ou |z|=1
z z z

. . . . 2 3 4 .. N .
Si z€RR alors les points d’affixes respectivement z ,z° ,z° ,z" sont colinéaires et donc ce cas est a rejeter.

Si |z| =1 posons z =¢" avec x €[0;27]

Si xe}O;%{ alors 0<x<2x<3x<4x<2r soit que 0<argz<argz’ <azg’ <argz' <2rx
) T 2w ) 4 2 3
si xe E’? alors 0<4x—27 <x<2x<3x<2rsoit que 0<arg <argz<argz <argz <27

2
si xe[?ﬂ;ﬂ{alors 0<3x—27 <x<4x—27<2x <27 soit que O<arg’ <argz<argz' <azg’ <27 ce qui

ne respecte pas 'ordre

ix

et ainsi on montre que les complexes qui satisfont aux conditions sont ceux de la forme e™ avec

V4 4
xe [0;—| U |—;7
} 2{ }3 [

EXERCICE205 : Montrer qu’il n’existe aucun entier naturel non nul n tel que le nombre complexe

241 _ . »
z= - soit une racine n—iemme de |'unité.
—1

I.S : Il est évident que ‘Z‘ =1

Supposons qu’il existe un entiern > 1 tel que z" =1

k=n
donc (2+i)' = (2—i)" or 2—|—i:(2—i)—|—2i donc (2—1’)" :sz: (Z—i)n_k (Zi)k
k=0

soitque (20) =(—2-+1)| S CH(2— i) (2i) |= (~2+i)(a + ib) avec (a,b) € 2
k=1

on en déduit par passage au modules que : 2" = S(a2 + bz) et donc S divise 2" ce qui est absurde.
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EXERCICE206 : Soit 77 >3 un entier naturel et W1 une racine 1 —iemme de I'unité.

> pour tout entier K qui n’est pas un multiple de n

. kr
Sin—
n

Montrer que : ‘1—00‘ > et que

n— n—1

S:ona0=w"-1= (a)—l)(a)”‘1 o, +a)+1) et puisque @#1l alors @" ' +.....4+®+1=0
Ce qui est équivalenta (0" -1)+ (" -1)....+(@-1)=-n

ouencore (w—1)("* +20" " +.....+(n=2)o+(n-1))=-n

en passant aux modules et le fait que |a)| =1 on obtient :

n—

n:|a)—lHa)”*2+2a)"*3 o, +(n—2)a)+(n—1)‘£|a)—1|(|a) ? +2|w

donc n<[1-af(1+2+..... +(n_1)):\1_4@

S +(n—2)|a)|+(n—1))

ce qui donne |1 -] > 2
n—1

2knr . . 2krx . L, .
Posons o = cos +isin avec k un entier qui n’est pas un multiple de n et donc @#1

n n

T .. 2krm
alors 1-w=1-cos —isin

n n
. kr 1

Et |1—a)|2:2—20052k—7[:4sin2k—7[2 > ce quidonne (sIn— >—

n n (n—l) n| n-1
EXERCICE207 : Soit z,, z,,....... ,z, les affixes des sommets d’un polygone régulier.
Montrer que : z; +2; +....... +2) =22, + 2,2y + e +z,2

2
i

I.S : on suppose que le polygone régulier est centré a I'origine du repére et posons e =e "
Onaalors z, =z, pourtout k €{1,2,.....,n} etdans ce cas:

SEPSRTINPES v ot 2 (1_8n)(1+8n) 0

AV N +z,z,=) z,& =2z¢ =z & > =
P l-¢ l-¢
k=n 1 2n
- -

Et 2z +2z +...... +zf=2212€2k 2=z —=0

k=1 l-¢
2 2 n o__
Donc z; +z5 +....... t+z, =22, + Z,Zy + ... +2z,z

EXERCICE208 : Montrer que pour tout nombre complexe z de module 1 (|Z| = 1) ona:

\/§§‘1+z‘+‘l—z+zz‘§$

.S : Posons t:‘l—l—z‘ donc ¢ €[0,2] puisque OS‘Z1 —I-ZZ‘S‘ZI‘—I—‘Zz‘

Ona:t :(1+z)<1—|—;):2—l—2Re(z) etdonc 2Re(z)=1"—2

et donc ‘I—Z-i-Zz‘z :(1—Z+22>(1—2+22):1—2—|—22 —Z—I—ZE—ZZ2 +z° —ZZZ—I—ZZE2
soit que ‘1—2—!—22‘2 = 1—4Re(z>—|—4<Re(z)>2 = <2Re(z>—l>2
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etdonc 1 —z + zz‘: ‘2Re(z)— 1‘ = ‘tz — 3‘
Il suffit donc de déterminer les extrémums de la fonction f ¢+ f (t) = f+ ‘tz — 3‘ sur [0,‘2]

le tableau de variations de f sur [0,‘2] est:

t

ainsidonc pour f € [O,‘Z] ,ona:

et par suite si ‘Z‘:l alors \/§ S‘l-i—Z‘-l—‘l—Z-l—Zz‘ g?

EXERCICE209 : Soient ¢ et b deux nombres complexes. Si w,,w,,........, w, , désignent les racines
2k:n71
éniemes del , montrer que: ‘a‘—l—‘b‘ <— Z ‘a —i—wkb‘
n —
k=n—1 k=n—1 k=n—1 k=n—1 k=n—1 l_a)n
I.S:ona Z(a+a)k Za+b2wk—na puisque za) —2w1=1 L _0
- paary )
k=n-1 k=n-1 k=n-1 1 k=n-1
Donc d’une part |na| z (a+wb) Z |a+a) b| soit que |a| (a+ob) <— |a+a)kb|
k=0 k=0 k=0 n k=o
Et d’autre part |b| 2 |b+a)ka|
k=n-1 k=n-1 b kzn-l b| ! LUV N CT
Or > |b+awa|= ). |a+—] puisque |a)k|:1 et Z a+—| = a+be " |= Z‘a+ba)j‘
k=0 k=0 w, k=0 % k=0 j=0
2nmw
1 1 e’T [2(}’!*]{)7{
Car =—m=—m=¢ " etquand k variede 0 a n—1 alors n—k varie aussimaisde n—1a 0
koo e
k n—1
En conclusionon a: |a|+|b| Z |a +ba)k|
n =
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EXERCICE210 : Soit un nombre complexe z tel que: Re(z) >0 et |z°— %‘ < %
Montrer que z—l‘<g
3] 3
t 1= 1) 1
IS:ona |z ——| <— soit que (22 ——j(z ——j——SO ou encore ‘2‘4—Re(22) <0
4 2 2) 4
(|2 +1
Or Re(22)=2Re(z)2 —‘Z‘z donc Re(z)2 Zw
2
Maintenant, on a Z—l —i<0 & [2—1]{2—1]—ﬂ<0 & ‘2‘2—2R€<2)—1<0
9 3 3) 9 3 3
2
Ou encore, Re(z)>m

Puisque Re(z)> 0 alors soit que 3|z|2 —1< 0 ce qui est vrai, soit que 3|z|2 —1>0 etdoncon aura
2 2
Re(z)’ z(%]

2
Or si |z|2 2% alors en posons x:|z|2 ona x(x2+1)_(3x2—1j >0 < 7x*-8x+1<0

2 2
z| |z
De plus on a toujours Re(z) < |z| donc w < |z|2 & %|z|2 (|z|—1)(|z|+1) <0

. . A 1 , . 1
Et donc |Z| <1 et puisque les racines du trindbme 7x* —8x+1 sont 1 et 7 donc nécessairement 7 < |z|2 <1

2 2+1 ) B 2 3 _1
donc pour |Z|2 Zl >l on a bien |Z| (|Z| ) > [3|Z| IJ et donc RC(Z) > ‘Z‘
3 7 2 2 2

Soit que

1‘ 2
z——| <=
3l 3

EXERCICE211 : Soit n € N et P(X) un polynéme de degrén a coefficients complexes et tel que

2k
P(O):l et P(l):() . On note pour tout k € ﬂOn]] , W, =e "

k=n
Montrer que : ZP(wk):n—i—l et que SLtp‘P(Z)‘Zl-i-l
k=0 n

‘z‘:l

bl

=n

k
.S : posons P(Z) =) a,z avec a,,d, ,....... ,a,€C
k=0
k=n k=n p=n p=n k=n p=n p=n k=n p=n
— P _ 4 . 4 4
On a alors ZP((ok)— a,o; —Zap(oo + a,m; —Zapa)o +Zap2a)k
k=0 k=0 p=0 =0 k=1 p=0 p=0 k=l p=0

71




=) a0l +) a,—5 a,0) =a,) 1=(n+1)a,=n+1
p=0 k=1 ntl p=0 p=0
e 1
Car a,=P(0)=1
k=n k=n k=n
Ona P(a)k):n-l-l: P(a)k) car P(1)=0 donc 1 P(a,)|= nil :l+l
k=0 k=1 s n n
1 & 1| 1 :
Et donc —Z‘P(a)k )‘ >— P(a)k) =1+— d’apres l'inégalité triangulaire
n = N k=1 n
k=n
Et puisque lZ‘P(a)k)‘ est la valeur moyenne des |P (a)k )| pour Kk variant dans [[l;n]]
N =1

1
Alors il existe au moins k € ﬂl;n]] tel que ‘P(a)k )‘ > 1+l et donc SUP‘P(Z)‘ >1+—
n z]=1 n

EXERCICE212 : Soit P, P,...... P, un polygone régulier inscriptible dans un cercle de rayon 1

Montrerque: PP.PP,...PP  =n

0" n

I.S : Remarquons que les I sont les images géométriques des nieémes racines de I'unité, avec F, est

I'image de 1
Considérons le polyndme P(z)=z"-1=(z-1)(z-0)(z-")....(z—0"") avec

2r .. 2w
= = Ccos——+isin——

n n
(On rappelle que @, = cosZk—ﬂ+isin2k—ﬂ = o pour tout k €{0,1,......,n—1})

n n

Etdonc n=P'(1)=(1-o)(1-@")....... (1-@"") eten passant aux modules on obtient le résultat

demandé.

EXERCICE213 : Soit P P...... P, , un polygone régulier inscriptible dans un cercle de rayon 1

-1

S (n=D)w  n
Montrer que : sin—.sin—........ sin =
n n n 2
2k .. 2krm . kx( . km . krm k
I.S:0na: 1-o :l—cos——zsm—:2s1n—(sm——zcos—j donc ‘l—a)"‘:2sin—ﬂ pour tout
n n n n n n

ke {0,1, ....... ,h— 1} , en utilisant le résultat de I'exercice précedent, on obtient I'égalité

EXERCICE214 : Soit P,P,......P

-1

LT .
Montrer que : sin—.sin—........ Sin =
2n 2n 2n 2

L.S:SiPP... P, estun polygone régulier inscriptible dans un cercle de rayon 1

2n

alors PP.PP,....P,P, , = 2n

or PP, P,.... P, , estaussiun polygone régulier inscriptible dans un cercle de rayon 1

2n
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donc PP, .PP,...PP, ,=n

2n—2

en combinant les deux égalités, on obtient I'égalité : PR P.P,P,....P P, , =2
) (2k—1)7r
puisque pour tout k €{0,1,.....,n—-1},ona:  RPB, , =2sin-————— alors on déduit I'égalité
n

Iy
EXERCICE215 : Calculer pour :g les deux sommes suivantes :(page 303)

k=nl cos (kt)

S,=14+ >

k=n
S, = kt)- cos"
2 s (t) et 5 ;cos( ) cos (t)

- 1 ..
I.S : Considérons le nombre complexe z = —(cost+zs1nt)
cost

n

n—1
z
A partir de l'identité sz = on déduit

k=0 -z
& 1 .. 1= Cosnt(cosntﬂsm nt) sin nt _cos"  —cosnt
—(coskt +isinkt)= =— —— - — —
“~ cos* t - (cost +isint) sinfcos"'t  sintcos"¢
cost
“hcoskt A coskt sin nt
Etdonc S, =1+ —= — == —
~cos‘t “cos't sintcos" 't
n z— n+l
De méme de I'identité » z* = 1 avec cette fois z =cost(cost+isint) on déduit que
k=1 —Z

n+l

“ . sinntcos"'t [cosnt cos""tcosnt
Zcosk t(cos kt +isin kt) = +1

k=1 sin ¢ sin nt sin ¢
S sinntcos™ ¢
Et donc S, zzcos tcosht =———F——
k=1 sint¢
n 2w n—1)w n
EXERCICE216 : Montrer que 1+ cos™ [—] + cos™" {—] A e, + cos™" [—( ) ] =— (2 + Cz”n)
n n n

pour tout entier n > 2

2r .. 2« L 2 2n \2n
.S : posons z = cos——+isin— et considérons la somme S, =4" +(1+Z) ! +(1+22) + eereee +(1+z” 1)
n n

k k .k
Pour tout ke{l,Z, ...... ,n—l} ona 1+Zf :2c0s—7[£cos—7[+ism—7[J
n n n

Et (1 +zF )Zn =2% cos”" k—ﬁ(cos 2k +isin 2k7z) =4" cos™" k—ﬁ
n n

V4 2r n—1)r
Donc §, =4" [1+cosz"—+cosz”—+ ...... +cos™ Q}
n n n
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D’autre part en utilisant la formule du binbme de NEWTON on obtient

n—l1 n—1
2n _
S, =2 (1+2") =X (C,+C 2 + O o )
k=0 k=0
2n-1 ) n—1 ) 2n-1 )
=nCy, +nCy, +nCyl + > C) - > 2% =2n+nCy, + > Cj,-
k=0

j=lj#n

_ i
1 = =2n+nC,
1-z/ !

Jj=1,j#n

EXERCICE217 : Soit z,,z,,.....,z, les affixes des sommets d’un polygone régulier dont le cercle circonscrit
est centré a I'origine du repére du plan complexe.
Montrer qu'il existe k,/,m €{1,2,.....,n} tels que z,+z, = z, siet seulementsi n=0 [6]

27 .. 27w _
I.S : posons & = cos——+isin—— ; alors z, = z,&"" pour tout pe{1,2,....... ,n}

n n
_ i(m—l)zz i2(k—l)7z
(e

=e " cequiestéquivalenta
n

M:%:M (puisque on a nécessairement 2COSM=1 etque 0 <M
n n n n

Etdoncona: n=6(k—/)=3(m—I) etdonc 6 divise n

Onaz+z, =z < l+&" =¢""donc 2005(

EXERCICE218 : Soient un entier n > 1

=n- k=n—1 _
Montrer que : kzl(—l)k cos" [k_ﬁJ " et (_1)" cos” [(Zk 1)“] —0

-1
k=0 n 2" k=0

k=0
k=n—1 i@ " k=n—1 & n k=n—1 J=" . k IZi
En effet, Z z4+e " | = (z—l—w) = C/-w’z"/ avec w=e"
k=0 k=0 k=0 j=0
Jj=n ( k=n-1
:z b Ll e
n
j=0 \_ k=0
k= = J " AY
=n-1 k=n-1 Nk 1_(0) ) 1_(a) )
Orpour j#0 et j#n ona a)"k:Z(a)") = L= ~— =() puisque @" =1
=0 =0 -’ 1-a’
k=n-1 2k N = Ck=nel _  (k=n-l k=n-1
Etdonc D |z+e " | =) | > " |-C/-2"7=| D 1|C)2"+| Y 1|Cr-z"=n(z"+1)
k=0 Jj=0\' k=0 k=0 k=0

k=n-1 im "
Ainsi pour z=1 on aura l+e " | =2n

2kr \" o\ ,
Or (1+e n j =(2cosk—7[-e ”j =2"cos” (k—”jeﬂm =(—1)k 2" cos” (k—ﬁj
n n n

Et ainsi donc k:ZH(— l)k cos” [k_'“] __n
k=0
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T

l‘f
Considérons cette fois z=e " une racine n-iemme de (—1)

2kx V.4 2kx 2k+1
i— i— i— 2k— lTﬂ'
Ona z+e " =e”"+e " =2co0s T le 2"
2n
2%k \" V4
== 2k—1 g 2k—1
Donc| z+e " | =2"cos" 7 |e*e? = i(—l)k 2" cos” s
2n 2n

SN 2k -1 kol 2\
Ainsi donc i2" z (-1) cos”( 5 nj: z (z+e n j =n(-1+1)=0

k=0 n k=0

EXERCICE219: Soit a ,b et ¢ trois nombres complexes tels que :
‘a‘:‘b‘:‘c‘zl , a+b+c=0 et a*+b*+c*=0

Montrer que pour tout entier n>2 ,ona: |q¢" +b" +c"| € {0;1;2;3}

.S:Posons s=a+b+c , s'=ab+bc+ca et p=abc puisconsidérons |’équation d’inconnue z
. 3 2 . , R

suivante: z° —SzZ +S'Z—p=0 dont les solutions d’aprées les formules de VIETTE sont a,betc

Puisque ¢’ +b>+c*>=0ona: s’ =2s'

A U U A T i S o -
Deplus s =p —+Z+— :p(a+b+c)=p-s et donc on déduit que s" =2p-s
a c

Et par suite |s|2 =2|p|-H :2|s| et puisque s = Qalors |s| =2 etdonc s =21 avec |/1| =1

, . . ' 1 2 2 ' 12 3 s . . .

On déduit aussi que S ZES =247 et p:::§=/1 et donc I’équation de racines a,b et ¢ devient
s

o]

2’ =22z* +22%z - 2’ = 0 qui est équivalente a (z —/1)(22 -z + /12): 0 dont les racines sont :

1 _
A Awet —A@’ avec a)=5+i73 (0=—j)

Faisant le choix suivant: a=A1, b=Aw et c=—Aw’

Puisque: @’ —w+1=0 et que »’ = -1 alors
A"+ A" 0" +(—1)n A"

S =la"+b"+c" 1 etdonc S, =85,

= ‘l+ o"+(-1) ®

Par suite pour tout entier n>2 , ona: les valeurs possibles de Sn sont :

$=3,5=2,5=0, §5=1, 5,=0, S,=2etdonc

a"+b" +c"|€{0,1,2;3}

EXERCICE220 : Soit ¢ ,» deux nombres complexes non nuls. Montrer que I'équation

az® + bz’ + bz + a = 0 admet au moins une racine de module égal a 1

. . . . 1 . .
I.S : Remarquons d’abord que si z est une racine de cette équation alors = est aussi une racine de cette
z

— 3 — 2 _
équation puisque : a'(iJ?’ﬁ—b'(iJz-}—E'(ij—}—;:a'(z) +b'(z) +b'(z)+a

z z z (;)3
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(a-(=)"+b(2) +b(2) +a]
()

1 1
=,=—,= sont les mémes racines mais
21 2, Zy

Ainsi donc si Z;,2,,2; sont les trois racines de cette équation alors

pas nécessairement dans le méme ordre.

1 . . .
Si pour un certain & 6{1,2,3} ona z, == alors |Zk| =1 ce qui répond a notre question .
Zy
. 1 1
Si non supposons par exempleque : z, ==, 2z, == el z; ==
2 23

Z

\ i . Iy _ _ 2
On a donc d’aprés les deux premiéres égalités : z, -z, -z, -z; =1 donc |z,|-|z,| |z, =1

Or d’aprés les formules de VIETTE, ona: z,° 2, Z, :—g donc |Zl|-|22|-|Z3| =1 et par suite |22| =1

Et ainsi de suite pour tous les autre cas de figure.

EXERCICE221 : Soit # >3 un entier et soit ¢ un nombre réel non nul.

.S : posons z =r(cosa +isine) une solution non réelle de cette équation avec « €[0;27[\ {7}
L’équation devient alors : »" cosna + racosa +1+ i(r" sin na + ra sin a) =0

Soit que ¥ cosna+racosa+1=0 et r"sinna+rasina=0

Donc (r” cosna +racosa +1)sina =0 et ( r"sinna +ra sina)cosa =0

On en déduit que : »" sin(n—l)a =sina soit que r" = |sin a|

Or pour tout entier naturel nonnul £ ,ona: |sinka| Sk|sina| donc |sina| <r" (n—1)|sina|

soit que |Z| >n

Puisque sin #0 alors r" >
n—1 n—1

EXERCICE222: Soit g et b deux nombres complexes donnés.

Montrer qu’il existe z, € C tel que : ‘ZO‘ =1 et ‘azé + bz, + i‘ > 1+ |a|

.S : Posons P(z)=az’+bz+i etdonc P(z)+ P(-z)= 2(arz2 +i)
Il suffit donc de choisir z, tel que: az; :|a|i

i[f—t]
. . / 2 . , . N 2
Ainsi donc |ZO| =1 etsion pose a = |a|elt avec te[0,27z[ alors az, =|a|z est équivalente a z; =e

&

Etainsionaura: P(z,)+P(-z,)=2(az, +i)=2(|z,|i+i)=2i(1+|a|) eten passant aux modules on

soitque z, =e

trouve que: |P(z,)|+|P(~z,)|=|P(z,)+ P(z,)|=2(1+|a) soitque |P(z,)|=1+]a] ou |P(-z,)|=1+]|q|
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EXERCICE223 : Soit P(x) un polyndéme a coefficients réels qui vérifient
(Vz S (C) ; P(z).P (222) = P(Zz3 + Z)

Montrer que toutes les racines de P(z) sont de module inférieur ou égal al

.S : Soit z une racine de P(z) avec |z| >1 d’apres la relation ci-dessus 2z° +z est aussi une racine de P(z)
de plus ‘222 + z‘ = |Z||22 + 1| > |Z|(2|Z| — 1) > |Z|

Ainsi donc si P(z) admet une racine Z; avec |zl| >1 alors il admet une racine z, :2212 +2z, avec |zz| >1

En continuant ce procédé on conclut que P(z) admet une infinité de racines ce qui est absurde.

Ainsi donc toutes les racines de P(z) sont nécessairement de module inférieur ou égal al

EX0S224 : Résoudre dans C : <22 —|—1>n = (Z—i)zn

I.S : remarquons que Z =I est une solution de cette équation.
Ainsi <22 + l)n = (Z — i)zn <:>(Z— i)n (Z+ i)n = (Z— i)zn & 1

z=1

(z+i)":(z—i)"siz:¢i

; N N z-+i ! z+i friil
Puisque si z#i ona: (z+i) =(z—i) <:>[ ] =1< Jkef{0l...n—1}; = "
z—1I z—1
[2kx [2kx
= EIke{O,l,....,n—l} ; z(l—e n jz—i(1+e n j
2k
1 n
<:>Elke{1,....,n—l} ; Zz=—1 Lﬂm (k#0)
l—elT
kz
2cos(kﬁje " i
< Jke{l,,n=1} 5 z=—i 1 — :cotan(—”)
(k;zj i n
=2isin| — |e "
n

. , '9/4
Les solutions de I'équation sont : i et les réels cot an(—j avec ke{l, 2. ,n—l}
n

EXERCICE225: On considere un entier p >1 et |’équation en z suivante :
(Ep) copzl =z 2P +z+1etz#l

Montrer que I’équation (Ep) ne peut admettre de solution de module supérieur ou égal a 1

.S : Soit z#1 une solution de I'équation (£, ) de module
Supposons que : 7 >1
Ona p\z\p:‘z”‘l+z”‘2+ ...... +z+1‘£\z\p_l+\z\p_2+ ...... +z+1
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r’ -1

Soit que pr’ < car ¥ #1, on en déduit que pr’ (r—1)<r” -1

Posons f(x)=px”(x—1)=px""' —(p+1)x” +1
f estdérivable sur R et f'(x)=p(p+1)x"" (x—1)>0 sur JI;+o0[ etdonc f est strictement croissante
sur [I;+o0| et puisque /(1) =0 alors (Vxel+o[) 5 f(x)>0 enparticulier f(r)>0 et ce quiest

absurde et ainsi on ne peut avoir 7 >1 et donc nécessairement 7 <1

Supposons que |z| =1 et posons z = ¢”

] 0 . 0
o —2isin ipo e? Sm(p) i(p+1)0
. . P I;DH 1—€lp 2 . 2 2
Ainsi pz” = pe"” = 0 o\ ce qui donne —926
—e _oisinl Y e sin| —
2zs1n( 5 je p (2)
{p+1)6 p+1 p+1
Etdonce 2 R soitque > =0 [r] ouencoreque (IkeZ); T@zkn
Ve —
Cequedonne (FkeZ); p= kz =0 puisque @=0

i(p+1)9 Sln(_;9+kﬂ-j (_l)k
Onobtientalors e 2 = (—l)k = 7 =— soit que p =1
psin()

p

ce qui est absurde et donc |z| <1

EXERCICE226 : Soit m € C et 4 er b les racines de I'équation : z2 +2mz+1=10
Montrer que : ‘a‘ + ‘b‘ = ‘m + 1‘ + ‘m — 1‘

15:ona (jmt1+m—1) =|m+1 +|m+1 +2|m* =1 =2[mf" +2+2|m’ -1

O 22+ 2mz+1=(z+m) +1—m? donc (a+m) =m* -1 ce qui donne |a+n] =|m’ -]
soit que |d +[nf +a-m+a-m=|m’ ~1| etdemémeona b+l +b-m-+b-m=|n’ |
Ainsi donc |a| +[B[" +2|n’ +(a+b)-;1+m-m:2‘mz ~1

Or a+b=-2m donc (a-+b)-m+(a+b)-m=—4|m|" et par suite 2[n" —1 =[a| +[p[ —2|m[
on en déduit que (jm+1|+|m—1))" =|af’ +|b]" +2 =|a[ +[5[ +2a||p| = (|a| +|¢])" puisque ab=1

Et donc ‘a‘ + ‘b‘ = ‘m + 1‘ + ‘m — 1‘ puisque ce sont des réels positifs.
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EXERCICE227 : Soient a unréelet u et v deux nombres complexes de module 1.

Montrer que (au +(1 —a)v) . (av+(1 —a)u) —%(u —|—v)2 = —[% — an (u —v)2

I.S : on suppose le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,el,ez) .

+v

. . - . u
Soit U,V et M les points d’affixes respectivement u,v et

Le triangle UOV étant isocele de sommet O donc (OM) L(UV)

a l—a
Le point P d’affixe z=au +(1—a)v= u+ v est un point du segment [UV]

+(1—a) a+(l—a)

d’aprés le théoréme de Pythagore, OP> = OM * + MP?

Puisque OP:‘au+(1—a)v‘ et OM =

Donc ‘au+(l—a)v‘2%|u +v| de plus OP* —OM* = MP*

(=St ~(o-2 (=) i=5) = o-2) = 2-1)

2
Or MP’ = uty

au+(1-a)v-

. -1 - 1
Puisque u=— et v=—
u A%

Enfin on a: OP* —OM* :‘au +(1—a)v‘2 —%|u +v|2 :(au +(1—a)v)(ai+(l—a)%j

Ce qui donne OP*> —OM* :i(au+(1—a)v)(av+(1—a)u)—4iw(u +v)’ ce qu'il fallait démontrer.

EXERCICE228 : Soit 7 ,z,,z,,z, et z, cing nombres complexes de méme module et tels que :
k=5 k=5

k
k=1 k=1

2 . P .
z, = » z, =0 . Montrer que ces nombres sont les affixes des sommets d’un pentagone régulier.

k=5
.S : considérons le polynéme P(X) = (x—zk)zX5 +aX +bC +cX +dX +e
k=1

Ona a=—sz =0 et szzl.Zj zé(ZZk)z —%ZZE =0

2

i - r
Si 7 estle module commun aux z; alors 0=Y z, = — > z.z,12,,,7,,; ce quidonne d =0

Zy sz

> zz,.z,, etdonc c=0

- 4
Deméme 0= 7z, =Y ——

ZyZp | | Zy

. . 5 . . Y A .
Ainsi donc P(X) =Xx" +e soit que les Z; sont les racines cinquiemes d’un méme nombre complexe qui est

(—e) et doncils sont les affixes des sommets d’un pentagone régulier.
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EXERCICE229 : (Théoréme de PAPPUS) Soit 4,B,C et D quatre points cocycliques et M un point du

cercle circonscrit au quadrilatere ABCD . Montrer que le produit des distances du point M3 deux cotés

opposés quelconques et le produit des distances de M aux deux diagonales de ABCD
sont égaux.

.S : considérons le plan complexe d’origine le centre du cercle circonscrit au quadrilatere ABCD qu’on
consideére de rayon 1 et soit a,b,c er d les affixes des points 4, B,C et D respectivement.

a

a
L’équation de la droite (AB) est donnée parlaformule:|[p 5 1/=0
zZ

z
Soit que : Z(a b) (a b)= ab—ab ou encore z+abz = a+b

m—abm+a+b

Soit M, (m,) la projection orthogonale du point M (m) sur la droite (AB), alors m, =

2
Et donc d (M ,(4B))=|m - m1|—|(m az(m—b)l puisque mm =1
m
Demémeona:d(M,BC)=|(m_b)(m_c)|, d(M,CD)z(m_c)(m_d)| ,
| 2m | 2m |
d(M,DA)= _|m=d)m-a)| d(M,AC):|(m_a)(m_c)| et d(M,BD) _|tm=t)(m=d)
2m | | 2m | m |

Onabien: d(M,AB).d(M,CD)=d(M,BC).d(M,DA)=d(M,AC).d(M,BD)

EXERCICE230 : Soit G le centre d’un quadrilatere ABCD
Montrer que si (GA) L (GD) alors la distance AD est égale a la longueur du segment joignant les

milieux des segments [AD] et [BC] .

.S : pour z et z' deux nombres complexes, on pose Z-Z':Re(zz'—zz') dit le produit réel de z et z'

Soient a,b,c,d, g les affixes, dans le plan complexe des points 4,B,C,D,G respectivement.

Ona (GA) 1 (GD) si et seulement si (a—g)-(d —g)=0 (le produit réel de deux complexes)
+b+c+d +b+c+d

Donc de (GA) L (GD) on déduit que {a—%}-{d—%)zo

Donc  (3a—b-c—d)-(3d—a-b-c)=0

ou encore que (a b—c+d+2(a-d) ) (a b—c+d—2(a—d)):0

2
soit que (a+d —b—c)-(a+d-b—c)=4(a—d)-(a—d) donc atd —b;rc =|a—d|2
sion pose m et n sont les affixes des points M et N milieux respectifs des segments [AD] et [BC] alors

m:a;d et n:b;c etdonc MN =AD
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EXERCICE231 : Soit ABC' un triangle rectangle en C . Soient P le pied de la hauteur issue de C , M le
milieu de[CP] et N le milieu de[BP] . Montrer que (AM) 1 (CN)

.S : on suppose que le plan complexe est d’Origine le point C et soit a,b,c,m,n et p les affixes des points
A,B,C,M ,N et P respectivement.
Ainsidonc aeR et beilR

I 1 1
Montrons d’abord que —=—+—
p a b

En effet ona (CP) L(4B) et Pe(AB) donc (CP) L(AB) et P,A,B sont alignés

ponc —L—ciR et 2% cR @[LJ:_% et (MJ_M

—-a b—a b—a —-a b-a) b-a
- p __ P ot p-a _p-a
—-b—a b—a -b—a b-a
N p __ P of p _a _p __a
—-b—a b—a -b—a -b—-a b—-a b-a
b+a b-a b—a b+a b—a b+a
_ 1 1 1
soit que albra)+a(b a): P, P 2P et donc ab = p ou encore —=—+—
(b—a)(b+a) b-a b-a b-a a+b p a b
On en déduit que m:l ab et n=22a+b
2a+b 2 a+b
_ B _
Etdoncm a=—%=—|Z7GZ]R et donc (AM>J-(CN>
n

EXERCICE232 : On considére I'équation z° +(1—i)z+a =0 avec . €C

Déterminer . pour que les points dont les affixes sont les racines de cette équation forment avec le point

P d’affixe [%] un triangle rectangle en P .

1.S : le discriminant de cette équation est A=—4a—2i et soit O une racine carrée de A

, . , -1+i+0 -1+i-o
Les solutions de cette équation sont: z = — et z,= —

i
les points M, et M, dont les affixes sont z, et z, forment avec le point P(Ej un triangle rectangle en P

. Zy—=
si et seulement si Zzzziou %eiR
ZZ_E
] -1- 1 1 1
si 22=i :>—5=0:>A=52=1:>a=————i etdanscecas z;, =—1+—i
2 2 4 2 2
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a7, ~146 -146 1] 1
si 2 ciRalors =————= etdonc 2(1—|§|2):O ce qui donne |A| =1 et donc |a+—i|=—
i -5 -1-o 2|74
2
2

1
le point 4(«) décrit donc le cercle de centre Q(—Eij et de rayon i

EXERCICE233 : Soit ABC un triangle et(C) le cercle circonscrit a ce triangle.

Soit P (resp. S ) le point d’intersection du cercle (C) et de la paralléle a (BC) ( resp la perpendiculaire a
(BC) .Soit A’ le point d’intersection du cercle (C) et de la perpendiculaire a (AC) passant par S Soit
R le point d’intersection de la paralléle é(AB) passant par C et du cercle(C)

Montrer que la droite (PR) est paralléle a la tangente en B au cercle (C) .

I.S : on suppose que le cercle (C) est unitaire et que le plan complexe est d’origine le centre de ce cercle.

Soit a,b,c, p,s et r les affixes des points 4,B,C,P,S et R respectivement.

Puisque I'angle SAP est droit, les points P et S sont diamétralement opposés. Il suffit donc de calculer p
car S=—p

1

Ona (4P)|(BC) & L% cR o | L2 |- L2 o P72 _P
b-c b-c b-c b—c 1

b

-1 . b
(puisque:|z|:1 < z=—)dou p=—c et donc s =——
z a a

R . . ab
Et par le méme raisonnement, dans le triangle CAB ona r =—

C
ab_be 11
r=p_¢ g _a-=¢c a ¢ r—p
or = = = — = —
b-0 b ac ac b
Et par suite "—p €iR ainsi donc la droite (PR) est perpendiculaire a (OB) et donc elle est parallele a la

tangente en B au cercle (C) .

EXERCICE234 : Soit z€C . On note 4,B et C les points d’affixes z,z% etz respectivement.

Déterminer z pour que le point O d’affixe O soit le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC

—_

MN  MP

1.S :On montrer d’abord que si M , N et P sont trois points deux a deux distincts, alors + +—
| - |aer]

est

L —

un vecteur directeur de la bissectrice de 'angle BAC
En effet : si z€R alors les points M, N et P sont alignés.
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Si O est le centre du cercle inscrit dans triangle MNP alors (W,;t) =0 ol u :@+£
] [
- _ -z -z
Le vecteur u a pour affixe u =
‘zz—z‘ ‘z -z

SO Co) (1+(z+l)jeR & (z—l)(l+(z+l)JeR

z—0 =z |4P—HP+H |Z+” |Z+”

‘ donc

2 —2
- z

PN L S .
|Z+” |Z+”

= (z—;)(|z+1|+z+;):0 < |z+1+2Re(z)=0 (z¢R )

De méme on a (O—N,;):O ol ;:N—:M-JFE.
|t e

z-2" -7

ﬂ+

Le vecteur v a pour affixe v=‘

zZ—Zz Z3—Z2

Donc — eR < (Z—;)(l—ij=0 ole=1

z g

Puisque |z +1|+2Re(z) :\/z;+2Re(z)+l +2Re(z)alors

|z+1+2Re(2) =0 & 2z +2Re(z) +1+2Re(z) =0 = V2,/Re(z)+1+2Re(z) =0

. 1 : : . 2
Ce qui donne Re(z) =3 et donc les seules solutions possibles sont: j et J

EXERCICE235 : Soit ABC un triangle et (C) le cercle circonscrita ABC .
Soient D un point de (C), onnote K,L,M et N les milieux de [ABHBCHCD] et [DA] )

Montrer que les orthocentres des triangles AKN ,BKL ,CLM et DMN sont les sommets d’un

parallélogramme.

I.S : les points K(k) et L(l) sont les images de A(a) et C(c) par 'homothétie de centre B

1
et de rapportz

Si O(gq) estl'orthocentre de BKL alors BO :%B_ﬁ d’ou g—b= ! (h—b):%(a+c)

5
+
ce qui donne q:b+azc
de la méme manieresi P,R,S désignent les orthocentres des triangles AKN,CLM ,DMN
. b+d b+d a+c
respectivement alors p=a+ 5 r=c+ T s=d+
b-a

I’affixe de P—Q estg—p=

5 +% donc @z%(ﬁ—@)

de la méme maniére on obtient SR = %(ﬂi —@)
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a+b+c+d

Si G(g) est I'isobarycentre de ABCDalors g = etsi H(h) est I'isobarycentre de PQRS

b ptq+r+s a+b+c+d

2 , ainsidonc G est le milieu de [OH] c.g.f.d

alors

EXERCICE236: Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,&,\7)
On considere dans C I'équation d’inconnue z :  (E,) ; z°—2iz+a=0 ola e C
2-On note 7, etz, les deuxsolutions de I’équation(EG).

Soient Q , M, et M, les points d’affixes respectivement a , z, et z,

1- On suppose que o = m> — 2m avec mMER
Montrer que les points O ,M, et M, sontalignés.

2-On suppose que les points O ,M, et M , ne sont pas alignés.

Déterminer 'ensemble T' des points Q pour que le triangle OM M , soit rectangle en 0

a

1.S : le discriminant de 'équation(E, ) est A, =—4(1+a)
Si o =m”—2m avec mERalors A, =—4(1+m2 —2m):—4i(m—1)2 :[2i(m—1)]2

2i+2i(m-1) 2i—2i(m-1)

Et dans ce cas lef:imeiR et z,= :i(2—m)eiR

Et donc les points 0,]\/[1,1\/[2 sont alignés( appartiennent tous a I'axe des imaginaires).

2i =21
2-Qel & OM\M, rectangleenO@Z—zein l'+5"‘: l+ﬁ’
4 2i-0, 2i+0,

Ainsi donc Qel < (2i+6,)(2i+8,)=(-2i+7,)(2i-8,) < —4+3,5,=0 < |5,[ =2

[24

. 1 .
Soit que |Aa| =2 ouencore |1+a| = 5 avec o ne s’écrit pas sous laforme a = m> —2m et mER

En écrivant & =m* —2m alors 1+ a = (m—l)2

soit que I" est le cercle de centre le point A(—l) et de rayon E

EXERCICE237 : Soit ABCDEF un hexagone régulier. Les diagonales [AC] et [CE] sont divisées
AM _CN _

AC CE

Déterminer » pour que les points B, M et N soient colinéaires.

intérieurement par deux points M et N tels que :

s . , IR
1.S : considérons le plan complexe d’origine le centre de I'hexagone de telle sorte que Lo, @ ,@ , 0", ®

, soit les affixes des points B,C,D,D,E, F, A respectivement.




M E 1-

¢ = N, -_r alors les affixes des points M et N sont
MA NC r
m=wr+o (1-r) et n=w’r+w(l-r) respectivement

Puisque

. . 7 . . . m_l *
Les points B, M et N sont colinéaires si et seulement si ) eR
n_

1 B

—+iX2(2R-1
2+z 5 ( )

Ona m—lza)r+a)5(l—r)—lza)r—a)z(l—r)—lz

1 3r \/5

—_—— — 11—

etn—l=&’r+o(l-r)-1= 575 2(l—r)

m-1_ —1+i3(2r-1)

donc Les points B, M et N sont colinéaires < =
n—1 —(l+3r)+i\/§(l—r)

NE

— =

& V3(1-r)-(1+3r)V3(2r-1)=0 < rZ_% @ r==

S

£
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