2eme BIOF SM S. EL JAAFARI

DEVOIR SURVEILLE N°2

Exercice 1

@ On considere la fonction f définie sur R par :
f(x) = (x=1)(x=3)(x—4)(x +4)

Montrer que I’équation f’(x) = 0 admet exactement 3 solutions dans IR.
@ On considere la fonction g définie sur IR par :

()= —
§ _\/1+x

@ Montrer que la fonction g est dérivable sur R, et que pour tout réel

positif x on a : |¢g’(x)| < %
@ MontrerquerelRJr,l—fg ! §1+f
27 \V1+x 2
Soit h la fonction définie, continue et dérivable sur [0, 1] telle que
h(0)=0,h(1)=1,HK(0)=h(1)=0
@ Montrer que Jc €]0,1] : h(cc) = hicl_ll

@ En déduire que h(c) = c.

Exercice 2

On considere les suites numeériques (u,),cn €t (v,).en définies pour tout n

— 1 ~ 1
deINpar:un:( E 1+k2)—arctan(n+1)et v, :( E 1Jrkz)—arctan(n).
k:0 k:()

@ Soit k € IN*. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer

que : arctan(k + 1) —arctan(k) < < arctan(k)—arctan(k —1)

1
1+k?
@ Montrer que les suites (u,,),cn et (v,,),.en SOnt adjacentes.

\ J

Exercice 3

e
Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle I = [E’ 7{] par:




f(x) =1+ 3cos?(x)

@ Montrer que la fonction f est une bijection de I sur un intervalle J a
déterminer. On notera f~! sa fonction réciproque.

@ @ Justifier que f~! est dérivable sur I'intervalle ]1,4[ et que pour

tout x de |1, 4[, (f_l)/(x) ) 2\/—x21 5x—4

@ Montrer que (Vx € [2, %[ ); % < (f—l)’(x) < %

27 TC
@ @ Calculer f(?) et f(%)

Montrer que ’équation f~!(x) = x admet une solution unique

7 13
dans V'intervall ]—,—[.
a dans 1ne1rvae1%4 1 1
@ Montrer que (Vx € ]a, Z[) ; §(X +2a) < fi(x) < E(Zx +a)
Exercice 4
Soit F la fonction numérique définie sur ]0, +oo[ par :
1
F(x)=2x—————
arctan(x)
1

@ @ Montrer que pour tout x >0, F'(x) =2+ )

@ En déduire que pour tout x >0, F'(x) > 2.
@ Montrer que la fonction F réalise une bijection de ]0,+oo[ vesr un in-
tervalle ] a déterminer. On notera F~! sa bijection réciproque.

@ Montrer que 1’équation F(x) = x admet une solution unique a dans
10, +o0[ et que a > 1
@ @ Montrer que F~! est dérivable sur IR.

1
@ Déduire que pour tout réel x , |[F71(x) - a| < EIx —al.

Exercice 5

Soit f la fonction numérique définie sur IR par :

f(x) _ arctanx‘x 40
{f<0) 1




et (Cs) sa courbe représentative dans un repere orthonormé ( O;1 7) tel que
]| = 2¢m
@ Etudier la parité de la fonction f.
@ @ Montrer que la fonction f est continue en 0.
@ En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que :

X
Vx> 0); < arctanx < x.
( ) 1+x2

@ Montrer que f est dérivable a droite en 0 et que f;(0) =0

@ @ Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo[ et que
1
(Vx €]0,+00]); f'(x) = ;(1 -fxz —arctanx)
@ Déduire que f est strictement décroissante sur [0, +oo|

@ @ Calculer lim f(x), puis dresser le tableau de variation de f

X—>+00

sur RR.
@ Construire la courbe (C f) dans le repere orthonormé (O,Zf)

@ Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution « sur |0, 1[.
@ Soit g la fonction définie sur R* par :

X x2

—arctanx + —
1+ x2 2

x((x2 + 1) — Zx)
2
(x2 + 1)
@ Montrer que g est strictement croissante sur R" et que

(Vx e R 1f (0] < 5.

g(x) =

@ Montrer que (Vx € R");¢’(x) =

@ Soit (un)neN la suite numérique définie par :

uy, €10,1]
{un+l = f(u,),¥neNN
@ Montrer que Vn e IN;0 < u, < 1.
@ Montrer que Vn € IN; |u,,; —a < %|un —al.

@ En déduire que la suite (un) _ St convergente et déterminer
n

sa limite.




