2eme BIOF SM S. EL JAAFARI

Série 5: CALCUL INTEGRAL

Exercice 1

Partie I

i 7
Pour tout n € IN, on pose I, = j (tanx) dx.

0
@ Montrer que la suite (In) est positive et décroissante.

1
@ Montrer que (VneIN:1,+1,,, = T

@ Montrer que (Vn e IN : et en déduire lim I,.

<
2(11+1)_ ”_n+1 n—+00

Pour tout n € N, on pose @(n) =1,,4—1,.
Calculer ¢@(n) en fonction de n.
@ @ Calculer I et I,.
k-1
@ Pour tout k € IN*, calculer Zgo(élp + 2) en fonction de I, et Iy, .
p=0

2k (_1)q
@ En déduire lim ZZ T
q=0 7

k—+o00

@ @ Calculer I, et I5.
k-1

@ Pour tout k € IN*, calculer Z(p(4p + 1) en fonction de I; et Iy, ;.
p=0
2k (_1)q+1
@ En déduire lim .

k
—+0o0 p q

Partie I1

Soit a € ]O, %[ Pour tout n € IN, on pose :

K,(a) = J;a (tanx)ndx et S,(a)= iKm(a)

a n+1

tan x a(tana)
— = dx|<

Mont toutneIN: [S — 1 _tanoy
@ ontrer que pour tout n S() J; 1 o ~ 1l—-tana

@ En déduire que lim S,(a)= f Jtaidx .
0

n—+oo —tanx




Partie 111
Soit a € ]O,%[ ,on pose A(a) = J
0
S, = Zlm.
m=1

(1) Soit M e ;.
@ Montrer que pour tout u € R-1:

tanx
——dx et Pour tout n € IN , on pose:
1 -tanx

U B 1 N u-—1
(I-u)1+u? 2(1-u) 2(1+u?)
@ En utilisant le changement de variable u = tanx, calculer A(«a)

en fonction de a et de tana.
@ Calculer lim A(a)

(%)
et en déduire que (3[3 € ]O,%[) :Ala) > M+ 1.
@ Montrer que (dnge IN)(Vn >ny),|S,(8) —A(B) < 1.
@ Montrer que (Vn € IN*)(Va € ]O,%[) S5, =2S5,(a).
@ Déduire que  lim S, = +oo.

n—+00

Exercice 2
1 (? (Inx)"
Pour tout n € N*, on pose [,=— ( mzc) dx.
n' ), x
(In2)"

@ @ Montrer que (VneIN*): 0< [, < 2(n)

@ En déduire que la suite (I,,) est convergente et préciser sa limite.

@ @ Calculer I;  (On pourra utiliser une untégration par parties).

. 1 (In2)P*!
@ Montrer que  (YpeIN*): [, =1, - E((P*'—l)' :
— (In2)P
@ Pour tout n € IN*, on pose S”:Z( T;‘) :
p=1  *°

® Montrer que (YnelN*):S,=1-21I,.
@ En déduire que la suite (S,,) est convergente et préciser sa limite.

@ Déterminer, en justifiant votre réponse, la limite de la suite (Vn) .
nz

définie par :
2n

(VneIN*):Vn:Z

k=1

k
—(Zn?- k)zlnz(l + —)




Exercice 3

Partie I
On considere la fonction réelle f définie sur [0, +oco[ par :
1 \Inx
=(— ; 0
flx)=(3) x>
f(0)=0

)

7 S
1

et soit (Cy) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; 1, j
(1) Vérifier que (Vx € ]0, +oo) : f(x) = e’
@ @ Calculer Xl_i)l}loo f(x).

@ Montrer que f est dérivable a droite en 0 et que f;(0) = 0.

@ Calculer f’(x) pour tout x de ]0,+oo[ puis dresser le tableau de
variation de la fonction f.

@ Construire la courbe (Cy).
Partie 11

On considere la fonction F définie sur [0, +oo[ par :

_L(Tfw
F(X)—;L Tdt 4 x>0
F(0) =1

~—"

.

> 2
les) 17

et soit (I') sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O 17,7 )

@ Montrer que (Vx € |0,+o0[) : F(x) = lj e dt.
1

X
@ (a) Montrer que (Yx € ]1,+00[) : e <F(x)<1.
En déduire que la fonction F est dérivable a droite en 0 en précisant
la valeur de F(0).

@ @ Montrer que (Vx € ]1,+00[) : 0 < J e dt<el—e ™.
1
En déduire lim F(x).

X—+00
1
@ @ Montrer que (Vx € ]0,+o0[) : F'(x) = ;(e"‘2 —F(x)).
@ Dresser le tableau de variation de la fonction F.
@ Construire la courbe ().

@ On considere la suite numérique (u,,),>; définie pour tout entier




n—1

1 1
naturel n par : u, = — Z —
"i=e Ve
Montrer que la suite (u,),>; est convergente et que lim u, = F(1).

n—+co

Exercice 4

-1
, 1y k
Pour tout entier naturel n tel que n > 2 , on pose S,, = — E ln(—).
n n
k=1

@ @ Montrer que

k+1
(vke[1,n]): %ln(%) < JK () dx < %ln(k; 3)
n

@ Déduire que

1
(Vn eIN*—l) : 5, < Jl In(x)dx < S, + ln’(in).
n

@ @ Montrer que
1 In(n)

(Vke[[lyn]]):—1+%$Sn3—1+;+ .

En déduire lim S,,.

n—-+o0o

. Ldnt 1
@ Montrer que lim /— = ”

n—+oo Y n”




