2 BIOF SM S. EL JAAFARI

Sujet 8

Exercice 1

I- Soit m un nombre complexe tel que m = i.

Résoudre dans C ’équation z + (m —i)z+ (m—1)* = 0

IT - On considere, dans le plan complexe rapporté a un repere ortho-
normé direct (O; 17,17), les points A, B, C et d d’affixes respectives

. Ny VR B )
za=i=—m,zg=(m=i)j,zc=(m=i)jetzp=(i—m)jouj=—3+i—

2
Soit R, la rotation de centre A et d’angle ?71 et R, la rotation de centre A et
TC
d’angle —.
angle - _ _ N
@ @ Vérifierque j2=j,1+j+j=0etj=¢'73.
@ Montrer que R;(C) = B.

@ Donner l’écriture complexe puis la nature de la transformation
R, o R,
@ Montrer que les points A, B, C et D appartient a un méme cercle dont
on déterminera le centre et le rayon.
@ Montrer que le quadrilatere ABOC est un losange.

Exercice 2

Partiel:

Soit n € IN*. On considere la fonction g, définie sur |-1,+oo[ par :

g.(x)=nin(1+x)+ T

@ Montrer que la fonction g, est dérivable sur |-1,+oo[ et calculer g;(x)
pour tout x € |1, +o0].
Etudier le sens de variation de la fonction g, puis dresser son tableau
de variation.
@ En déduire le signe de g, (x) pour tout x € |-1,+c0.

Partie II :

Pour tout n € IN*, on note f, la fonction définie sur |-1,+oo[ par :




fu(x) =x"In(1 +x)

> -
et soit (Cn) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; z,f) .

@ Calculer les limites li(m) f(x); lim f(x)et lim M
x—(-1)* X—+o00

x—>+o00 X
(On distinguera les cas de la parité de n pour la premiere limite).

@ @ Montrer que la fonction f, est dérivable sur |-1,+oo[ et que

(Vx €11, 4ol ) s fi(x) = 2" gy(x)

Etudier le sens de variation de f, selon la parité de n puis dresser
son tableau de variation.
. A - -
@ Construire dans le repere (O; z,f) les courbes (Cl) et (Cz) .

Partie III :

On considere la suite numérique (u”)n>1 définie pour tout n € IN* par :
| >
= | fixd
0 -
@ @ Calculer l’intégraleJ —dt.
o 1+t

1
@ Montrer que 1, = 1
@ @ Montrer que la suite (un) _, est monotone.
nz
@ Déduire que la suite (un) | est convergente.

@ Montrer que (Vn € IN*) :0<u, < n2 :

n+1
@ Déduire la limite de la suite (un) %

@ Pour tout x € [0, 1] et pour tout entier naturel n > 2, on pose :

n>

_ 1 +(_1)nxn+1
C1+x 1+x

i (_1)k 1 pr+l
@ En déduire que (VneIN*—l): :ln2+(—1)”J- dt.
0

k+1 1+t
k=0
In2  (-1)" — (—1)F
@ Montrer que (VneIN*—l) U, = n?—l + (n+)1 (an—Z’(IH_)1 )

@ En déduire la limite de la suite (un)

1 tn+1

n>1"

O t dt <
(On pourra montrer que J; T —




Exercice 3

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O; i, 7).

Pour tout z € C—{i}, on pose ¢(z) = i(Z_ZZ).

z—1
Soient A et B les points d’affixes respectives z4, = 2i et zz =i et M le point

d’affixe un nombre complexe z.
AM
I- M —{i}: ===
@ ontrer que Yz € C—{i} : |@(z)| M
et Vze C—{i,2i}: arg(go(z)) = ( B_M), E/I_))+ 2[27'(]
@ Déterminer la nature de chacun des deux ensembles :

(E) ={M(z)/p(z) =1} ; (F)={M(z)/p(z) €ilR}
1

lp(z) —i] =

arg ((p(z) — i) = —arg(z—1i)[2m]
@ Montrer que si le point M (z) appartient au cercle (C) de centre B

II - @ Montrer que Yz € C—{i}:

et de rayon % , alors le point M’((p(z)) appartient a un cercle (C’) dont
on déterminera les éléments caractéristiques.
@ Construire le point M’((p(z)) a partir du point M(z).
III - @ Résoudre dans C I’équation ¢(z) = z. On notera par u et v
les solutions de cette équation tel que Re(u) = 1.

@ Soit ze€ C—{i,u,v} . On considere les points M(z); M’((p(z); C(u)
et D(v).
@ Montrer que Plz) S
p(z)-v zZ—v
— -
@ En déduire que( M’'D,M’'C ) (MD,MC )[27‘(].

Montrer que si les points M, C et D sont alignés, alors
les points M’, M, C et D sont alignés.
Et si les points M, C et D ne sont pas alignés, alors les points

M’, M, C et D sot cocycliques .

IV - On pose z =i+ e ou 6 e ]—%,g[ Déterminer le module et un

argument de ¢(z).




Exercice 4

Partie I :
On considere la fonction g définie sur R par : g(x) = (2 —x)e* - 2.
@ Calculer lim g(x)et lim g(x).
X—>+00 X——00
@ Dresser le tableau de variation de la fonction g.

@ Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans
[1,+oo[ et que 1 <a < 2.

Déterminer le signe de g(x) pour tout x € R.

Partie II :

X2

fl0)=——
f(0)=0

et soit (C f) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,Zf) tel

;0 x=0

On considere la fonction f définie sur R par :

que ||?|| = 2cm.
Etudier la continuité de la fonction f en 0.
@ Calculer lim f(x)et lim f(x)
X—+00 X——00
@ @ Etudier la dérivabilité de f en 0
@ Montrer que f est dérivable sur |-oo, 0[ et sur |0,+o0[ et que

VerR*:f’(x):L(x)

(-1)

Montrer que f(a) = a(2 — a) et dresser le tableau de variation de
la fonction f.

@ Etudier les branches infinies de la courbe (C f).
@ Construire la courbe (Cf).

Partie I1I :

Soit x € R*, on pose: F(x)= J f(t)dt et G(x)= f t’e”' dt
0 0

@ Calculer G(x) en fonction de x puis calculer lim G(x).

X—+00

@ Montrer que la fonction F est croissante sur R*.

@ @ Montrer que Vit € [In2,+oo[ : f(t) < 2te™.

@ Montrer que la fonction F est majorée sur R".




Partie IV :
On admet que lim F(x)=L oulLelR.

X—+00
—nx
e

@ @ Montrer que : (Vn € IN*)(Vx € lR*) : exl—l = +
(2-a)

@ Montrer que : (Vn € IN*)(Vx € ]R*) :0< J;xf(t)e"”tdt < aT.

e PX,

1=

p=1

X

@ Calculer en fonction de n et x , 'intégrale I,(x) = J t2e " dt.
0

Déterminer lim I,(x).

X—+00

@ @ Montrer que : (Vn € IN*)(Vx € IR*) : fo(t)e_”tdt = P(x)—ilp(x).
0 =

@ En déduire que la fonction x — J- f(t)e " dt admet une
0

limite finie au voisinage de +oo.
X

@ Pour tout € IN* ,on pose : L, = lim | f(t)e " dt.

x—+o0 J
1 1 1
Montrer que L-L, = 2(1 +- >3 -+ 3 A o F ﬁ)

@ Montrer que la suite réelle (Ln) ., st convergente.
nz

n
. \ . / . / . . 1
@ On considere la suite numérique (Un) . définie par : E P
nz
k=1

Montrer que (Un) , est convergente et que lim U, =

n—+o0o

L
>

n>




