K2

%+ Les nombres complexes <<

2BAC PC BIOF

Ecrire les nombres complexes sous forme algébrique.

3 2
z1=(4+14) —3i(2—14) ;3 22=(2-5{)(5+3i) ; =23= =, z4=(§—%i>

14+ 32

. Montrer que :
1+i+d2+=0 35 (1+4+i)?=2i ; (1+i)°=-8i

-1 V3
Onpose ) = — +1—.
@ Onposej= - +i,

Montrer que j2 =7 ;4% = letvérifierquel +j +j2 =0

. On considere les points A(1); B(j) et C (j 2), montrer que le triangle ABC est équilatéral.

On pose z1 = 2i; 22 = V3+ietzy = \/5(1 + 1)
’ Ecrire 21 et 2o sous forme trigonométrique.

. En déduire z%z = z%z

5 . 23 . A P P ™ . ™
. Ecrire — sous forme trigonométrique et algébrique en déduire cos (ﬁ) et sin (E)
z2

. Soit A, B et C trois points d affixe respectifs z1, z2 et z3 . Montrer que O le centre du repere est un centre
du cercle circonscrit au triangle ABC..

3 Déterminer la mesure de I’angle ((ﬁ, oC )

on considere les points A(v3 — i), B(V/3 + 1), C(V3 + 3i) et D(—V/3 + 7).

a
. calculer
d
. calculer
b
. calculer

b en déduire que les points A; B et C sont alignés.

c
en déduire que les droites (OB) et (DC) sont paralleles

en déduire que les droites (D B) et (AC) sont perpendiculaires

b 1 V3, , PR
. montrer que — = 5 + 7@ en déduire que le triangle O A B est équilatéral.
a
c 3 3
3 Montrer que =4 \/T_z en déduire la mesure de I’angle (CZ, 0(3)
c—a
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@ résoudre dans 1’ensemble C 1’équation suivante 22 — 12z + 61 = 0

@ On considere les points A, B et C' les points d affixe respectives a = 6 — 54, b = 4— 2ietc = 2 + 4.

a—=c

@ Calculer
b

en déduire que les points A, B et C sont alignés.

@ On considere la translation T" de vecteur & d’affixe 1 + 52

. Déterminer 1’écriture complexe de la translation 7'.

. Vérifier que le point D image du point C' par la translation T" est d = 3 + 6s.

d—c

& Montrer que = = —1 + ¢ en déduire la mesure de ’angle (C’? , @)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V).
On considere les points A, B et D les points d affixe respectivesa = 2 + 3i,b = 2 — 3ietd = 1

@ [ montrer que DA = DB

. soit ¢ I’affixe du point C image du point A par la translation T" de vecteur @(—4 — 2¢), vérifier que
c=—-2+41
c—d

. Montrer que = ¢ en déduire que le triangle AC D est un triangle rectangle isocgle.

a —_—
. . ™
@ on considere la rotation 12 de centre D et d’angle — B
fa@ Montrer que R(C) = A

B! On pose R(B) = E montrer que zp = .
. Montrer que les points A, B, C' et E appartiennent au cercle de centre D

@ montrer que la droite (AFE) est perpendiculaire a (BC).

@ résoudre dans I’ensemble C 1’équation suivante 2% — 2z +2 =0
@ on considere les points K, Let M d’ affixezp, = 14+1 , z=1—1tetz, = —iV3
. soit IN le symétrique du point M para port a L . vérifier que zy = 2 — ’L(\/g —2)

T
. on considere la rotation R de centre O et d’angle Bl qui transforme M en Aet Nen C .
Déterminer les affixes z4 et z¢
. On considere la translation T de vecteur 4 d affixe 27 et transforme M en D et N en B , déterminer zp
et zp.
l@ Montrer que k est le milieu des segments [BD] et [AC]
zZc — ZK
& Montrer que ——
ZB — *K
Bl En déduire que ABCD est un carré
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Exercice 8

@ résoudre dans I’ensemble C 1’équation suivante 2> — 3z +3 = 0

3 V3., . L
@ on pose a = 5 -I— 77,. eCrire a sous forme trlgonometrlque.

2
@ Onpose b = \2_(1 + ) et vérifier que b* = 4

@On ose h = cos 1 + ¢sin 1 vérifierque h* +1 = a
: - 12 12 : a

@ Le pan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, 4, ¥) on considere la rotation R de centre O et

d’angle g et le point Bd affixe b

. Soit le point C' image de B par la rotation R montrer que ¢ = b
B! En déduire la nature du triangle OBC.

on considere les points les points A, B, S et {2d affixe respectivesa = —2 + 41 b = —4 + 24,8 = —5 + 5i et
w = —2 4 21.

Soit I’homothétie de centre S et de rapport kK = 3.on appelle C image du point A par h et D 1’image du point B
par h.

@ Déterminer 1’écriture complexe de h.
@ Démontrer que le point C' a pour affixe ¢ = 4 + 24 et le point D a pour affixe d = —2 — 4¢
@ Démontrer que les points A, B, C et D sont sur un mé€me cercle dont on précisera le centre et le rayon.
@ Démontrer que la droite (S€2) est la médiatrice du segment [ AB]
3 Soit P le point milieu du segment [AC]
. Déterminer I affixe p du point P.

w —

1 BD
. Démontrer que r 5 = 5@ en déduire la mesure de I’angle (BD, P_Q))

@ Dans I’ensemble C des nombres complexes, on considere 1’équation :

(E): 22 —2(vV2+v6)2+16 =0
@ Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est A = —4(vV6 — v2)?
[} En déduire les solutions de I’équation (E).
@ Soient les nombres complexes @ = (V6 + v/2) + i(v6 — vV2),b =14+ ivV3etc = V2 + V2
. Vérifier que b¢ = a, puis en déduire que ac = 4b
. Ecrire les nombres complexes b et ¢ sous forme trigonométrique

T T
. En déduire que @ = 4 | cos — + 2sin —
12 12

@ Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, ¥), on considere les points B, C et D

d’affixes respectives b, c et d telle que d = a?.
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Soient z Iaffixe d’un point M du plan et z’ ’affixe de M’ image de M par la rotation R de centre O et

d'angle -
angle —
€12

1
. Vérifier que 2z’ = Zaz

Bl Déterminer I'image du point C' par la rotation R
&l Déterminer la nature du triangle OBC.

. Montrer que a* = 128b et en déduire que les points O, B et D sont alignés

On considere I’équation (E) : 22 — 2(vV3 + 1)z +8 = 0.
@ Montrer que A = [(2Vv/3 — 2)i)%.
@ Résoudre dans I’ensemble C I'équation (E).

1%

1
@Onposea=\/§—|—1—|—(\/§—1)ietb:E—I——i

[& Calculer |al et arg b.
B Veérifier quei - @ = ab
™
&l En déduire arg a = E[27r].

qs T
[ calculer cos ( — ) etsin | — ).
12

12
@® [ Résoudre dans I’ensemble C I'équation: (z — 1 — 1) (z2 +22+10)=0
. on pose a = 1 + ¢, écrire a sous la forme trigonométrique

. en déduire que a'® — 256 = 0

@ Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, @, V).
On considere les points A et B et C d’affixes respectives:a = 1 +ietb= —1+ 3ietc = —3 + ¢

. montrer que le point C est I’image du point A par la rotation R de centre B et d’angle —g
. en déduire que le triangle A BC' est rectangle isocele en B

@ montrer que (—1 + 34)(—3 + i) = —10¢ puis en déduire que OB x OC = 10

@ soit le point D tel que 1% = E et le point P le milieu du segment [BC]

. montrer que 1’affixe du point D estd = —1 — 2

. montrer que 1’affixe du point P estp = —2 + 22

p—a 1.

= ——i

d—h 2

l&@ en déduire que les droites (AP) et (IDH) sont perpendiculaires et que DH = 2AP

. soit le point H d’affixe h = —5%, montrer que
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on considere les points A, B et C d affixes respectivesa = 2 + 3i,b = aet C = 2 — 3v/3

@ résoudre dans 1’ensemble C 1’équation suivante 2% — 4z + 13 = 0.

a—c\3 | a—c\'?
@ Montrer que : =1 et =1

6 6

. P . ‘s a—c
@ déterminer la forme algébrique et trigonométrique du nombre complexe

@ En déduire une mesure de I’angle de la rotation R de centre C' qui transforme A en B.
@ Ecrire I’expression de 1’homothétie h de centre (2 + 44) de rapport 7.

@ Déterminer I’affixe du point D image dont I’'image est le point A

I- On considere le nombre complexe atel que : @ = 2 + V2 4 V2.

@ Montrer que le module du nombre complexe a est 21/ 2 4 V2.
. ™ L. m
@ Vérifier que a = 2 <1 + cos 4) + 2z sin 7
@ . En linéarisant cos? 0, @ est un nombre réel, montrer que :
1+ cos20 = 2cos? 6
2 T . T ., T . .
. Montrer que a = 4 cos B + 41 cos B sin 5 (on rappelle que sin 20 = 2 cos 0sin 0 )

iy iy eIy
. Montrer que 4 cos B (cos B + ¢sin 8) est une forme trigonométrique du nombre a puis montrer que

at = (2\/24— \/§>4i.

IT- On considere, dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, e_1>, ?2), les deux points €2 et A

Ly
d’affixes respectives w et a tels que : w = V2 eta = 2 + v/2 + /2 et la rotation R de centre € et d’angle oF

@ Montrer que I’affixe b du point B image du point A par la rotation R est 21.

@ Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tel que |z — 2i| = 2.

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥), on considere les points A, B, C, D et Q2
d’affixes respectives

= 36+9 -, 3049

a=1+4 21, b=a, 5 R 5

5
o

’ w =

@ . Vérifier que a + b = 2 et déduire que I’affixe du point P, milieu du segment [AB], estp = 1.
Bl Montrer que a et b sont les solutions de 1équation :
22 — 22 +5=0

dans ’ensemble C.
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@ [ Vvérifier que |w — a| = |w — b] = |w — c|.

. Déduire que €2 est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC'.

@ . Vérifier que

. Montrer que '
d—b=(c—a)e2

puis déduire que les droites (D B) et (AC) sont perpendiculaires.

2
@ Soit h I’homothétie de centre C' et de rapport 3 qui transforme chaque point M du plan d’affixe z en un point
M’ & affixe 2’. On pose h(P) = G.

. Vérifier que
2 3 1.
z .
3 2 2
. Montrer que 1’affixe du point G est

13 1.

= — 4 —i.
g 6+2

@ Montrer que les points €2, G et D sont alignés.

I) On considere dans lensemble des nombres complexes C 1équation
(E): 22 —424+9=0
@ verifier que le discriminant de 1équation (E) est
A = (2iV5)?

@ Résoudre léquation (E).

II) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, ¥), on considére les points A, B et C
daffixes respectives
a=24+ivV5, b=2-—4ivV5, c¢=2—+/5.

@ @ veérifier que |a| = 3.
. Montrer que le triangle O A B est isocele.
@ [ Vérifier que
a—c

b—c

=1.

. Déduire la nature du triangle ABC'.

@ . Déterminer laffixe du point D image de B par la translation de vecteur cﬁ
. Montrer que ADBC est un carré.

@ On pose
a\" . 1
Tn = o e =
n 3 yn 1 _ wn’

avec n un entier naturel non nul.
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. Vérifier que x,,x,, = 1.
. Montrer que ¥y, + Y = 1 puis déduire la partie réelle de y,,.

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct_(O, i, ¥), on considere les points A, B, C et D
d’affixes respectives a = V2+iv2,b=14++V2+ic=betd = 2i.

@ Ecrire le nombre complexe a sous forme trigonométrique.
@ J& Veérifier queb —d = c.
B! Montrer que (vV'2 + 1)(b — a) = b — d et déduire que les points A, B et D sont alignés.
@ [@ Verifier que ac = 2b.
) ™
B} En déduire que 2 arg(b) = 1 [27].

iy
@ Soit R la rotation de centre O et d’angle 7 et qui transforme chaque point M du plan d’affixe z en un point
M’ d affixe 2’.

1
lal Montrer que 2’ = 507

B} En déduire que R(C) = Betque R(A) = D.
b—a (ﬁ -1

&l Montrer que = 5 ) a, puis déduire une mesure de I’angle (AC, AB).

c—a
Exercice 18

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, @, U), on considere les points A, B, C et D
d’affixes respectives :

—vV3+1 1—iv3
a=——, b= —

> 5 , c=1+a, d

I
ol

e 5T
@ verifier que |a| = 1 et que arg(a) = 0 [27].

@ Vérifier que
c—d

cC—a

=1

et déduire que le triangle AC' D est isocele rectangle en C.

@ & Montrer que

d—a=1-—1

et que

b-d:‘/‘g’z_lu—i).

. Déduire que les points A, D et B sont alignés.

@ Soit R la transformation du plan qui transforme chaque point M d’affixe z en M’ d’affixe 2’ tel que

2z =az
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@ Vérifier que R est une rotation dont on déterminera le centre et I’angle.
@ Vérifier que ad = c et déduire que R(D) = C.
@ Montrer que

5T
arg(c) = D [27].

\

@ On considere le nombre complexe

J@l Montrer que
T T
a=+V3 cos — +2sin— | .
3 3

BBl Déduire que a29%2 est un nombre réel.

@ Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, @, U), on considere les points A et B
d’affixes respectives a et a.

Déterminer une mesure de 1’angle de la rotation R de centre O et qui transforme B en A.

@ On considere dans C I'équation (Ey ) :
22 — /32 +a=0

ol o est un nombre réel non nul.

On suppose que 1’équation (E,) admet deux racines complexes conjuguées non réelles z et Z. Soient les
points M (z), N (Z) et P(+/3) du plan complexe.

Sans résoudre 1’équation (Ey ) :

3
l Justifier que o > " et que o = 2%.

. Montrer que
2| = |z — V3]

[& En déduire que les points M et N appartiennent a la médiatrice (A) du segment [OP].

. Déterminer la valeur de a pour laquelle
|z — V3| =3

et déduire dans ce cas, les points d’intersection de la droite (A) et le cercle de centre P et de rayon V3.
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