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2 BIOF SM S. EL JAAFARI

OOOOOO0O0On - Syjet 9 DOOOOOOOOO

On note par (Ms (R), +, ) et (Mo (R), 4, X) respectivement I'espace vectoriel réel
et I’anneau unitaire des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.
10 1 -1
On pose I = (0 1) et A= 5 _3
et on considére 'ensemble & = {M = al + bA/ (a,b) € R?}.
@ . Montrer que (€, +) est un sous-groupe du groupe (Ms (R), +).
. Etablir que M, (R) est stable pour la multiplication des matrices par
un réel.

. En déduire que (£, +, ) est un espace vectoriel réel.
. Montrer que (I, A) est une base de 1'espace vectoriel &.
@ Soit (x,y,a,b) € R* tel que (a,b) # (0,0).
ax — 2by =0
br + (a —2b)y =0

(C*, x) est le groupe des nombres complexes non nuls. On pose

oo {5

. Montrer que A2 +2A+2] =0, ou O = (8 8)

B5$&

Montrer que { (x,y) = (0,0).

. Montrer que : V (M, M') € £2; M x M' € &*.

Cr — E*

a+ib — @la+ib)=(a+0b)I+0DA
. Montrer que ¢ est une bijection de C* sur £*.

Etablir que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) sur (€%, x) .

pour tout n € N.
. En déduire la structure de (€%, x).

—

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O; i, v)

@ On considere 'application ¢ : {

7T
On considere pour tout réel 6 € ]0, 5[ , ’équation
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Ep:22—2ie2—4(1—-1i)e?? =0

On considére dans le plan complexe , les points M et M’ d’affixes

@ Résoudre dans C |, I’équation Ej.
respectives 2¢¥ et —2 (1 — i) e et le point N I'image de M par la rotation

de centre O et d’angle g

Déterminer I'ensemble décris par les points M lorsque 6 varie dans
T

0,—1 .
2 l

Déterminer 'affixe du point N.

I'intervalle

. Montrer que le quadrilatere OM N M’ est un parallélogramme.
. En déduire une construction du point M’ a partir du point M.
@ . Déterminer en fonction de # , le module et un argument de —2 (1 — i) e?.

. Déterminer 1’ensemble décris par les points M’ lorsque 6 varie dans

™
01l

@ On considére I'équation Ej : (24/2 — 1)3 = (—2+ 2i) e¥23.

. Déterminer les racines cubiques du nombre complexe (—2 + 2i) e®.

lintervalle

. Soit v € |0, 7| . Montrer 'équivalence suivante :

2—1 , 2 1
L:\/ﬁew‘ < zzi_ l+1—pg
Z 4 tan§

[Vz e Cr

. En déduire les solutions de 1'équation Fj.

Exercice 3

Partie 1

Soit x un nombre réel.

@ Montrer que : z* + 4 = (22 + 2)° — 422,

@ En déduire que z* + 4 peut s’écrire sous forme de produit de deux trindmes
a coefficients réels.

Partie 11

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On consideére les entiers A =n?> —2n+2et B=n?>+2n+2et onnote d = AN B.
@ Montrer que n* + 4 n’est pas premier.

@ Montrer que, tout diviseur de A nqui divise n, divise 2.
@ Montrer que, tout diviseur commun de A et B , divise 4n.




@)
)
QD
=%
2
.
-
&8
an
)
oy,
an
L]
[]
=
N
S
M
N
]
[]
=
)
©
=
+
v
=
v,
E
<
=
=
=
~—
(o5
N
@
=
=

@ Dans cette question , on suppose que n est impair.
. Montrer que A et B sont impairs et en déduire que d est impair.

Montrer que d divise n.

. En déduire que d divise 2 puis que A et B sont premiers entre eux.
@ Dans cette question, on suppose que n est pair.

. Montrer que n? — 2n + 2 est divisible par 4.

. Montrer que d s’écrit sous la forme d = 2p ou p est impair.

Montrer que p divise n, et en déduire que d = 2.

Exercice 4

1
Soit f la fonction numérique définie sur |0, +o00| par :  f(x) = E.

@ . Dresser le tableau de variation de la fonction f.

1
. Montrer que pour tout entier naturel n > 6, 'équation f(z) = — admet
n

une unique solution a, dans 'intervalle [1,/€].
. Prouver que la suite (a,),-q est décroissante et déduire qu’elle est
convergente. -
@ . Montrer que pour tout entier naturel £ > 1, on a :

In(k+1 k+1 Inx In k&
g < / dr <
(k+1)? ka2 k2
. En utilisant une intégration par parties, exprimer en fonction de n,

nl
I'intégrale / Ealac

In2 In3 In4 Inn
52 + 22 + 12 +'"+F'
. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, on a :

In2 nlnx Inn
S, — — 5 _/ —dx<S nT 5

@ Pour tout entier naturel n > 1 , on pose S,, =

n
14+ 1In2 — 1)1 2+3n2 1+1
. En déduire que : +m _n—l—(n JInn <5, < toma 1A nn.
2 n? 4 n
n (In2)F1

@ Pour tout entier naturel non nul n, on pose U, = > et

(inz) s
1 2(nz)"

In2)"
. Montrer que : (Vn € N*); 0 < [, < (In ') et en déduire 1_1)519 I,.
n n——+00
@ Montrer que : (vn € N); Ly = 1, — L0
ontrer que : (Vn - I, S S
q B S N P T
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. 1 n2 (In2)? (In2)"
.Endedulreque (Vn e N*); I, 5—5 T TR oy

. Exprimer U,, en fonction de I, puis calculer lim U,,.
n—-+00

On considere la fonction numérique g de la variable réelle x définie sur R par :
1 e_m(1+t2)

et soit ( ) sa courbe representatlve dans un repere orthonormé O, z,})

@ . Calculer ¢(0

_ m P .
. Montrer que : (Vx > 0); 4 2 < g(x) < 1€ ~* et déduire xl_l)I_{loo g(x).
@ Montrer que lim g¢(z) = +oo et que lim 9(z) _ = —00 , puis donner une
T——00 T——00

interprétation géométrique aux résultats.
@ . En utilisant une intégration par parties, montrer que :

(VuE]R);/Ou(u—t)etdt:e“—l—u.
. 2
. Montrer que : (Yu € RT); OS/O (u—t)eldt < %e“.

2
. En déduire que : (Vu € R); |e" — 1 —u| < %e'“'.
(@) Soit x € R et soit h € ]—1,0[U]0,1].
. Vérifier que :
9@o+h) = g(@0) | 1 (i) gy _ [ (e (€ 14 b (412
h # et = [Femneli) h(l+£2) i

En utilisant la question 3)c) , montrer que :

| . + [ e di| < |hle* [ e dt.
. Déduire que g est dérivable sur R et que :
1 2
(Vz e R); ¢'(x) = —/0 e (1) gt.
@ . Dresser le tableau de variation de g.

Déterminer 1'équation de la tangente (7') a la courbe (C,) au point

d’abscisse 0.
. Construire la courbe (C,) et la droite (7).




