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I Exercice 1

On a xxy = e! "7 n¥1-nY) hour tout x et y de A. et comme A =]e, +oo[, donc pour

toutxeA:Inx>1,s0it1 -lnx<0.

1/ Montrons que * est une loi de composition interne dans A.
Soit x et y de A, posons u =1-Inx<0etv=1-Iny<0. Donc x*y = e' .
Commeu<0Qetv<0,onauv>0,doncl+uv>1,donc:
xxy=el™ >el =,
Donc x*y € A.
D’ou * est une loi de composition interne dans A. [

2/ Associativité et commutativité de .
e Commutativité : Soit xetyde A,ona: (1-lnx)(1-lny) =(1-Iny)(1-Inx),
donc e!+(1-Inx)(1-ny) = pL+(1-lnp)(1-Inx) o4 xxy =y #x.
Par conséquent * est commutative. |
e Associativité : Soit x et yde A, posonsa =1-Inx, f=1-Iny, y =1-Inz.
DoncIn(x*y) =1+ ap = 1-In(x+y)=—ap, par suite

(x%p)xz = el HI-Inbew)(i-nz) _ ple(-ap)y _ pl-apy (1)
De méme on a : x * (p * z) = ! *(1-In(1-In(p2)) — pl+al=F¥) Doy
x*(p*z)= elta(=py) — el=ah7 (2)
De (1) et (2) on déduit que x*(y*z) = (x*y)*z.

Alors * est associative. [

3/ Elément neutre &.
On cherche ¢ € A tel que x*&¢ = x pour tout x € A .

+(1-Inx)(1-ln¢)

xre=x & e =x o 1+(1-Inx)(1-ln¢)=Inx

< (1-Inx)(1-ln¢)=Inx—-1=—(1-1nx)
S (1-Inx)(2-1lne)=0 < 2-Ine=0carl —-lnx =0

Donc ¢ = ¢2
Comme ¢2 > e donc € € A. Alors € = e? est I’élément neutre de » dans A. m.
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4/ Montrons que (A, *) est un groupe commutatif.

On a déja montré que la loi * est associative , commutative et admet un élé-
ment neutre e = ¢? il reste a montrer que tout élément de A est symétrisable
pour *.

Soit x € A, cherchons x’ € A tel que x*x’ = ¢ :

, , , Inx
o (1-Inx)(1-Inx)=1 e 1-Inx"= Ty < Inx' = P
Inx
s x’:elnx—l
Inx
OrxeA>=>x>e=>Inx>1 >lnx>Ihnhx-1>0 = P >1 =
Inx

elnx—1>¢ = x' € A.

Donc tout élément de A admet un symétrique pour * dans A.

Alors (A, *)est un groupe commutatif. |

5/ Montrons que H = {e'*?" | n € Z} est un sous-groupe de (A, *).
Eneffeton a:
* HCAwarhe H = IneZ:h=e¢"? =2 1Inh=1+2"=Inh>1
=>h>e=>heA
* H=(:carsin=0alors e’ € H).
* Soienta=e'*?" etb=e'"?" de H.Ona:a=¢e"*?" = 1 -lna=-2"et
b=e"?" = 1-Inb=-2" asb = 1" D00 — n(geh) = 1+(-2")(-2")

—14+2"" = gxh=e*?"" = gxbe H
Inb

L'inversede best b’ =elnb—-1 = Inb’ =

Donc b’ =e'*?" € H car -n € Z.
Alors H est un sous-groupe de (A, %) [ |

6/ Ona:B=]1,4c0[, xTy=(x—-1)(y—1)+1, p(x) =Inx.

a) Montrons que ¢ est un isomorphisme de (A, =) sur (B, T).

Inb _1+27

mp-1_ 2 1t

* @ est bien définie de A vers Bcarsix€e A = x>e = Inx>1 =
@(x)=1Inx e B.

* @ est un homomorphisme : car si (x,9) € A>ona: @(x*y) = In(x*y) =
1+(1-Inx)(1-1Iny)
Px)Te(y) = (Inx—1)(Iny —1)+1
Alors p(x+p) = p(x)T(y).




* @ est bijective de A vers B : car la fonction In est bijective de e, +oo]
sur |1, +oo[

Alors @ est un isomorphisme de (A, %) sur (B, T). [
b) Déduisons que (B, T) est un groupe commutatif. En effet on a (A, *) est
un groupe commutatif (question 4) et ¢ est un isomorphisme de (A, *)
sur (B, T), donc (B, T) est un groupe commutatif. ]

I Exercice 2

PARTIE I

(E)) : 22— (1+(1+i)a)z+ia*+a=0ouacC".
1/ Vérifier que a est solution de (E,).
On substitue z = a dans ’équation (E,) :
a>—(1+(1+i)a)a+ia’*+a=a’

—a?-a?—ia’+id*—a+a=0

—a—(1+i)a*+ia*+a=a*-a-a’>—ia’+ia*+a

Donc a est bien solution de (E,). ]

2/ On note z, et z, les solutions de (E,) avec z; = a.

a) Déterminer z,.
D’apres les relations de « Viete » pour une équation du second degré de
la forme:z>+pz+g=0ona:z +z,=-petz; xz,=¢.
Alorszi+z,=1+(1+i)Ja=>z,=1+(1+i)a—a=z,=1+ia
Doncz,=1+ia [

b) Onaz,=1+ia=1iz; +1 et comme z5 =z, et z4 =z, , alors zg =iz, + 1.
On cherche une rotation r de centre QO(w) et d’angle O telle que r(A) = B
d’expression complexe : z’ =iz + 1.

Le centre () de la rotation r est le seul point du plan complexe invariant

. 1+
parr,i.e:r(Q):Q<:>a):za)+l<:>a):1—i<:>a):Tl.

etonac?=i o 0= 5[271].
1+1
Alors la rotation r a pour centre le point () d’affixe w = Tz et d’angle

Tt
0=—.
> [

Partie I1

1/ a) Posons z = x +iy avec (x,y) € R*. On a : |z]> = x> + y? et
l+iz=1+i(x+iy)=1-y+ix = |1 +iz|> = (1 —y)? + x% Donc :
Izl =|1+izl © ¥*+y* = (1-p)*+x* oy’ =1-p+p’ o y=1© p=

N -
H v~

Ainsi: |z] = |1 +iz] © Im(z) =
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zl=11+1iz 7 51
b) Déduire I’équivalence {: : |1 | Sz=¢ctouz=e%t.
zZl =
PN . 1 . 1
D’apreés a), |z| = |1 +iz| © Im(z) = 5 ley=s.

. 1 3
En substituant dans |z| =1,ona:|z|]=1 & x? + 1- 1l ox?==

4
V3

S X=+——
2
. 3 1 Tt
AS1x:7ety 5 largumentestg donc z = ¢'%.
, 3 1 51
A Six=—-——ety=—:largument est —, donc z = el
2 2 6’
)N |Z| = |1 + ZZ| d ;51
D’ou —z=esouz=e5
|zl =1
Inversement :

V3 o (1

esiz=c¢'s alors|z] =1et|l+iz]> = |1 +ie's|]> = |1+—1—— 5

e |

2
o =|1+1
Alors z=¢'s = 2l =11 +iz]
|zl =1
: JTC . . 19TC - 3, 1
o Siz=e¢l% alors|z|:1et|1+zz|2:|1+zel5?|2:|1+T\/_z—§
OREdl
) +[22) =1
2 2
5 =|1+1
Alors z =¢'% 2l =11+ izl
|z =1

D’ou I’équivalence souhaitée.
z'(1+iz)=1
|zl =1

2/ On considere le systeme (S) : { ou n € IN*.

- TC - 57t

a) Montrer que toute solution z de (S) vérifie z € {613, elT}.
Soit z solution de (S). On a |z] =1 et z*(1 +iz) = 1.
En passant aux modules, on a:

Iz'(1+iz)|=1 = |z]"-|1+iz|=1 = |1 +iz|=1=|z|
1
D’apres la question 1/a), Im(z) = 5 et d’aprés la question 1/b),

. .5 N ,
zZ€E {e’%, elTn}.D ou le résultat.

)




e . ST T . ;5m T
b) Vérifier que 1 +ie's =¢'3 et 1 +ie'c =e7'3.

D’une part :

T (N3 iy q_1l,:¥3_1,:V3_ ik
1+zeﬁ_1+z(2+2)—1 s+l =5+i15 =¢€'3

N . g s
Dou:1+1ie'e =¢€'s. [ ]
D’autres parts :

SRl (3 i)_ 1 V3 _1 V3 _ iz
1+1e's —1+1—7+§ —1—5—17—5—17—6 3

. . i5m _in
Dou:1+ie's =e'3. ]

c) ¢t est solution de (S) © n=—2[12]; idem pour e ¢ avec 51 = 2[12]
Pour z = €% :

En utilisant b), z est solution de (S) © z"(1+iz)=1 & (ei%)n e =1
@ei(%+%):1@%+§:2kn, keZ & 22 =2k 5 n+2=12k

& n=-2[12]. n
Pourz=e's :

z est solution de (S) © z'(1+iz)=1 & (eiS?n)n o5 =1

o dF Yoo 1ok, keZo ¥2-2k o 5n-2=12k
< 5n=2[12]. [ |

d) Justifier ’équivalence 5n=2[12] & n=-2[12].
On remarque que 5A 12 =1 et que la congruence est compatible avec la
multiplication. Alors :
5n=2[12]] © 25n=10[12] © n=10[12] © n=-2[12]
Car 25n = n[12] et 10 = —2[12]
Donc: 5n=2[12] & n=-2[12]. |
e) Ensemble des solutions de (S).

D’apres c) et d), les deux conditions n = —2[12] et 5n = 2[12] sont
équivalentes. Autrement dit, e'¢ est solution de (S) si et seulement si
el est aussi.

Alors : L'ensemble des solutions de (S) est :

0 sinz10[12]
S: o sn .
{elﬁ, e’?} sin=10[12]

I Exercice 3

Soit p un nombre premier tel que p = 5[6] et p > 3.

On considére dans IN*? I’équation (E) : x° + y° = p(1 + xp).

Soit (x,9) € IN*? une solution de (E). On pose d = x Ay et (a,b) € N*? tel que
x=daety=db.
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1/ a) Montrer que aAb =1 et d*(a®+b®) = p(1 +d?ab).
Par définition, d = gcd(x,y), x =da, y =db avec a,b € N*.
Onad=xAy=dandb=d(anb),doncanb=1.
En substituant dans (E) : (da)® + (db)® = p(1 +da-db) = d3a®> +d°b° =
p(1+d?ab)
Alors : d3(a® + b%) = p(1 + d?ab). |
b) Montrer que d> A (1 +d?ab) = 1.
Soit 5 =d3 A (1 +d?ab) = 6| d® et 8| (1 +d?ab)
= §|d(1+d%ab)-d3ab = 6|d = 6|1 +d*ab—d%ab = 6|1 = 6=1.
Ainsi d® A (1 +d?ab) = 1. u
c) Déduire que d = 1.
De I’équation d>(a’® + b3) = p(1 + d?ab), on tire que d° | p(1 + d*ab).
Puisque d°> A (1 +d?ab)=1,0ona d’|p.
p est premier, donc ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p. Ainsi d° €
{1,p} et comme d |d® doncd|pdoncd®=1,ie.d=1.
Doncd =1 ]
On obtient donc le systeme :

a’>+b%=p(1+ab)
anb=1

2/ MontrerquepAb=1etpAa=1.
De a®+b°=p(1+ab),onap|a’+b>.
Supposons p | b. Alors p | a®> + b> = b3 = 4%, donc p | a (car p est premier),
donc p | gcd(a, b) = 1, contradiction car p > 3. Donc p ne divise pas b, d’ou
pAb=1.
De méme, p Aa =1, puisque a et b jouent le méme role. ]
3/ Montrer que a°> = —b3[p] et a?~! = bP~1[p].
Premiére congruence.
Onaa®+b°=p(l+ab) = a’*+b*=0[p], donc :

a’ = -b’[p].

Deuxieme congruence.
D’apres le petit théoreme de Fermat, et puisquepAa=1etpAb=1,0na:

a’'=1[p] et b'=1[p]

Donc:
a’~ ' =bP ' p).
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4/ Déduire que a = —-b (mod p), et écrire p =5+ 6k.
On a a3 = —b3[p] = (a3)1+2k = _(b3)1+2k[p] = a3+6k = _b3+2k[p]
= axa’? = —ax b3 K[p] = aP' = —axbPp] = P! = —a x bP2[p]
(Puisque p = 5 + 6k)
=S p|(bP 1 +axbP?) = p|bP2(a+b),= pl(a+b)(carpAb=1)
= a+b=0[p]
Ainsi a = -b[p]. ]

5/ Montrer que u(a—b)*+ (u—1)ab = 1.
Puisque a = -b[p],onapl|a+b,donca+b = pu pour un certain u € IN".
On développe a® +b> = (a+b)(a® —ab + b?) = (a + b)((a —-b)%+ ab).
Donc : [a® + b = p(1 +ab) et a+b =pu] = (a+b)((a-b)>+ab) = p(1 +ab) =
pu((a ~-b)%+ ab) =p(l+ab) = u(a—b)*>+uab=1+ab. Donc:

u(a—b)*+(u—-1)ab=1.

a+b=p

la—bl=1

Puisque a,b, u € N* et d’apres I’égalité u(a—b)*+(u—1)ab=1,ona: (u—1)ab >
0,et 0 <u(a—b)*><1,donc u(a—b)*>€{0,1}.(car u > 1)
Cas1:Siu(a—b)>=1et(u—1)ab=0.

Alors u =1et (a—b)*> =1, donc |a—b| = 1. On a bien le systéme :

a+b=p
la-bl=1
Cas2:Siu(a—b)>=0et (u—1)ab=1.
Alorsa=bet (u—1)ab=1,donc u—1=1/ab. Puisque u,a,b € IN*, cela exige

ab=1,donca=b=1,etu=2 MaisalorsaAb=1,a+b=2=pu=2p =
p = 1,ce qui est absurde car p > 3. Donc on a nécessairement :

a+b=p
la—bl=1

6/ Ensemble des solutions de (E) dans IN*2.
D’apres les questions précédentes on a vu que si (x,y) est une solution de

+ v =
(E) dans IN*? alors x Ay = 1 et (x, ) est solution du systéme |x Y | pl , et
x—y|=

puisque x =aety=bona:a+b=petla-b/=1,avecabe N'etanb=1:

En déduire que :{
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1 -1
Cas1:Sia-b=1,donca= pT et b = pT (qui sont entiers car p est
premier et p > 3 donc p est impair).
-1 1
CasZ:b—azl,donca:pT,etb:%.
Vérifions que pgcd(a,b) = 1.
p+1 p-1 1
On a: ngd(T'T) = Epgcd(p +1,p—1). Or pged(p+1,p—-1)] 2, et
. . . p-1 p+1 ) s .
puisque p est impaitr, > et > sont entiers consécutifs, donc premiers
entre eux.
p-1p+l s T
Alors pgcd(x,y) = pged(a,b) = ngd(T'T) = 1 D’ou LU'ensemble des

solutions de 1’équation (E) est :

s-{est ety ()

I Exercice 4

PARTIE I
e>*—1
Soit f la fonction définie par : f(x) = TR
1/ Vérifier que f est impaire et calculer xl—i>IPoo f(x), xl_i)r_noo f(x)
SoitxelR,ona:
~2x 1-e 2x 2x
fl=x) = Z—2x+1 - 1;}" - L_sz - _% =—f(x).

Donc f est impaire (et f(0) =0, ce qui est cohérent).

Etona:
. e -1 . 1-e® 1-0
xl—1>rPoof(x) _x1—1>r-Poo e2x +1 _x—1>IPool+e_2x 140

lim f(x)= lim f(-y)= lim (-f(y)) =-1 (En effectuant le changement

X—=00 y—+00 y—+00

de variable y = —x). ]
2/ Etudier les variations de f

Remarquons que la fonction f est dérivable sur IR comme quotient de fonc-

tions dérivables sur R.

Soitx€R.Ona:

F(x) = 2e2* (e +1)— (e —1)-2e* _ 262x[(62x +1)—(e* - 1)] _ 4e™

(e2*+1)2 (e2*+1)2 (e 4 1)%
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Comme e?* > 0 et (e** +1)*> > 0 pour tout x de R, on a f’(x) > 0 pour tout
x €.

Donc f est strictement croissante sur R, avec :

lim f(x)=-1, f(0)=0, lim f(x)=1.

X—>—00 X—+00

3/ f réalise une bijection de Rvers I =]-1,1]
f est continue et strictement croissante sur R, avec lim f(x) =—-1et lim f(x):

X——00 X—+00

1. Alors f réalise une bijection de R sur |-1,1]. ]

4/ Equation de la tangente T en O(0,0)
La tangente en O(0,0) a pour équation : y = f'(0)(x—0) + f(0)

etona: f(0)= 2 =4%=1et f(0)=0.Dou (T):y=x.

(0+1)2 ~

L’équation de la tangente T est donc :

V= X.
|
5/ Vérifier que f’(x) =1 — f?(x)
4 2x
SoiterR,ona:f’(x):e—z,et:
(e?*+1)
X 2 X X X
- ) =1- e —1 :(e2 +1)% —(e? —1)2: 4e?
e +1 (e2*+1)? (e2*+1)?

Alors : pour tout x e R: f'(x) =1 - f?(x)

En deduire Vx> 0:0 < f(x) <x

Soit x > 0, on a : pour tout t € [0,x]: f'(t) = 1 - f3(t) donc f’t) <1, donc
d’apres le théoréme des accroissements finis appliqué sur [0, x] :

fx)-fO)<1-(x=0) = f(x)<x.

Or f’(x)>0et f(0) =0, alors f est croissante et f(x) > 0.

Dou:Vx>0, 0<f(x)<x. |
6/ Justifier Vx> 0:0<1- f'(x) < x*

On a d’apres la question 5/ Vx >0, 0 < f(x) <x,doncVx >0, 0<

f3x)<x?

et 1—f’(x)= f?(x). Alors Vx>0, 0<1-f’(x)<x> |

En déduire Vx> 0:0 < x— f(x) Sx;
Posons g(x) = x— f(x). Alors g(0) =0et g'(x) =1 - f'(x).
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Soit x>0,onaVte[0,x]:0<1-f(t)<t*donc Vte[0,x]:0<g(t)<t?
par passage aux intégrales, on a :

X x3
0 < g(x)—g(0) SJ t*dt = 3
0

3
Ainsi: Vx>0, 0<x-f(x)< % |

7/ Pour tout entier n > 1, on pose :
n
1 1
S, = , = )
" fo(n+k) Un 1n+k

a) Vérifier que u, = Z - et en déduire lim u, =1In2
T

n—+00

n

1
Ona:u, _Zn+k Z Z: [

1
~ sur [0,1] . Alors :

C’est une somme de Riemann de la fonction x — 1

1 1

_ [1n(1 +x)]0 —In2.

n—+co 0

1
b) Montrer que VneIN*: 0<u,—- S, < — P et en déduire lim S,
n—+00
s : x? 1
D’apres la question 6 : Vx>0, 0<x-f(x)< 5 en posant x = ot

* e L (el
(Ve N)(VK € (1,2,..,n)) 10 < —— f(n+k)ﬁ3 CEE

En sommantdek=1an,ona:

1
0<u,-S,<—-

Or (n+k)2n+1 anourkzl donc (n+k)® > n3, et :

B

1<1 n 1
nd = 3 nd® 3n?

W| -

k=1~ k=1
1

Donc(VneIN*):OSun—SnSW. [

Par le théoreme des gendarmes, puisque 327 Oetu,—>1In2:

lim (4,-S,)=0 = lim S, =In2.

n—-+0o n—+oo

10




8/ Courbes (Cy), (Cs-1) et tangente T
Les courbes (Cy) et (Cf-1) sont symétriques par rapport a la droite y = x
(tangente T). On les trace dans le méme repere orthonormé (O; 7 7).(On

prend ||zTi| = lcm)

|
e*+e” L
9/ Montrer que F(x) =In 5 est une primitive de f sur IR
e +e g -
Ona:VxelR: > > (0, donc F est définie et dérivable sur Reton a :
(ex +e* )' eX —e*
ef—e™
F,(x): x2 —X = X 2—x: °
e +e e +e eXx+e*
2 2
Multiplions numérateur et dénominateur par e* on obtient :
2x
e -1
F'(x) = = f(x).
(0= S =
Donc F est bien une primitive de f sur R. ]

Ay A
10/ Déduire S, = A% - 21n(e +2€ ) cm?
Soit A € ]0,1[, on note S, 'aire en ¢m? du domaine
D, ={M(x,p) e P/x€[0,A],p €[0,A], f(x) Sy < f ()}

Le domaine D, est délimité par la courbe (Cy) en bas, la courbe (Cs-1) en
haut, et les droites d’équations x =0et x = A

—
—
-+
—
=)
p)
@]
c
-
an)
O
]
an)
N
oo
k=
—
o
QO
[]
[l
>
p)
=
o
(@\|
L]
[]
=
o
<
<
-+~
Qv
=
Qv
5
o
S
2
=
~
o
7))
Q.
ot
<
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: Comme les courbes (Cy) et (C¢-1) sont symeétriques par rapport a la premiere
A

"Q')' bissectrice (T), alors S, = 2(‘[0 (x —f(x))dx) cm?. D’ou :

~ I
e S —(AZ—ZJ f(x)dx)cm2—(/\2—2[1~"(x)]l)cm2

| A= = 0

0

=

= Donc : Ay g
E SA:()\Z—21n( > ))cmz.

o n
o PARTIE II

o0
= Soit f la fonction définie par :

S er -1
O )=z

M et F la fonction définie sur R par :

L] >

Tf(t
2 F(x) = %)dt six=0
CD X
F(0)=0

&) (0)
%% 1/ Montrer que F est une fonction impaire.
ﬁ Rappelons que f est une fonction impaire : Vx € R; f (—x) = —f(x)

] SoitxelR,ona:

)

[] F(—x)= ——dt.

g On effectue le changement de variable t = —u (donc dt = —du) :

o t=—x>u=x,
f} t=-2x=u=2x.

g Donc :

2x ¢ 2x ¢ 2x

s TS Y (e Ll P (el P e A 70}
E X —u X u X u
S De plus, F(~0) = F(0) = 0 = —F(0).

§ D’ou F(—x) = —F(x) pour tout x € R, donc F est impaire. ]

2x 2x
1 1

4| 2/ Montrer que Vx>0 f(x)f ?dt < F(x) < f(2x)f ?dt.
~~ x x
=~ On a vu dans la partie I que f est croissante sur R .

%) Pour x > 0 on a : x < 2x donc pour tout t € [x,2x]; f(x) < f(t) < f(2x) Donc
B“ pour tout t € [x, 2x] :
= flx) < f(#) < f(2x).
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En divisant par t > 0 :

En intégrant sur [x, 2x] :

f(x)f %dt < F(x) < f(2x)f %dt.

|
3/ Déduire que lim F(x) =1n2 et que F est continue en 0.
X—+00
Ona:
2x 1 2%
J- ?dt = [ln t]x =In(2x) —In(x) = In 2.
Donc L'encadrement de la question 2 devient :
f(x)In2 < F(x) < f(2x)In2.
Or lim f(x)= lim f(2x)=1, alors d’apres le théoreme des gendarmes :
X—>+00 X—+00
lim F(x)=1n2.
X—+00
|
De méme on a : lim f(x) = lim f(2x) = 0, alors d’apres le théoreme des

x—0+ x—0*

gendarmes :

0-In2<F(x)<0-In2 = lim F(x) = 0 = F(0).

x—0*

Comme la fonction F est impaire, alors lim F(x) = 0 également. Donc F est

x—0~
continue en 0. u
2x) —
4/ Montrer que F est dérivable sur R et que Vx> 0: F'(x) = f(20) f(x)
x
t
La fonction t # est continue sur R*" donc elle admet une primitive sur

R*™.
f()

Soit G une primitive de t — —sur R*". On a alors :

F(x) = [G(1)]** = G(2x) - G(x).

X

Donc F est dérivable sur R** comme composée/différence de fonctions dé-
rivables, eton a :

Fx) = 26/ (23) - ) = 2/ 2D _F0) _FCX)_f() _ f20-f ()

2x X X X X

13
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5/ En appliquant le TAF deux fois, montrer que

F(x) - F(0)

(Vx>0):1-f%(2x) < »

<1-f%(x)

Soit x > 0 La fonction F est continue sur [0, x] et est dérivable sur ]0, x[ alors
d’apres le TAF

F(x)-F(0) _P(e)= f(2¢)=f(c)
-0 c

Comme la fonction f est continue et dérivable sur [c,2c], alors en appli-
quant TAF a f sur [¢,2c]on a:

(Ac €]0,x|) :

3d €le, 2¢[: f(2262:f(c) _ ) = f(2c)c—f(c) _ F(d),
Or f/(x)=1-f%*(x)et 0<c<d<2c<2x.Donc:
w =1-f*d), de(c,2c)c(0,2x).

Puisque f? est croissante sur R* (car f > 0 et f croissante pour x > 0) et
0<d<2x:

fPx) < fAd) < f2(2x) = 1= f2(2x) < 1= f(d) < 1= f2(x).
D’ou : - (0
(Vx>0):1-f32x) < # < 1-f*(x).
6/ Déduire que F est dérivable en 0 et que F’(0) = 1.
L’encadrement de la question 5 donne, lorsque x — 0" :
lim (1-f2(2x))=1-f2(0)=1-0=1,

x—0*

lim (1- f2(x))=1-£2(0) = 1.

x—0*

Par le théoreme des gendarmes :

lim F(x)—F(0)
x—0t X

=1.

Donc F est dérivable a droite en 0 et on a : F}(0) = 1 Soit x < 0 posons y = —x
donc y >0, alors d’apres la question 5/ on a :

L F@)-F(O)

_f2
. < 1-f()

1-£%(2y)

Donc :




Comme F et f sont impaires, alors :

(Vx<0):1-f*2x) < Fx)~FO) ;F(O) < 1-f*x)
En utilisant le théoreme des gendarmes :
lim F(x)—F(0)
x—0" X

=1.

Donc la fonction F est dérivable a gauche en O et on a: F¢(0) =1 D'ou F est
dérivable en 0 et on F’(0) = 1. ]

7/ Tableau de variation de F sur R".

f(2x) - f(x)
strictement croissante et 2x > x, donc f(2x) > f(x), ainsi F’(x) > 0.
De plus, F'(0) =1 > 0. Donc (Vx> 0); F’(x) > 0.

Tableau de variation de F sur R* :

Soit x > 0, d’apres la question 4, F'(x) = . Pour x > 0: f est

T 0 400
F'(x) +
In2
F(x) /
0
|
PARTIE III
In(V3)

On considere la suite (I,,) définie par : I,, = f (f(t))"dt.
0

1/ Calculer I et I;

FIn(v3) In(V3)
— Iy = (f(£))dt = f 1dt = ["Y) = In(V3) = %m(s) =InV3. =
0

JO
pln(\/g) eZt_l
—I1: Zt—dt

el(ef—e™) ef—et  (eF+e)
ef(et +et) ef+et  eX+e
Alors : I; = [In(e’ + e‘t)]z)n(\/g) =In(e™V3 + ¢~ V3) _In(e + ¢0)

Remarquons que f(t) =

—
—
-+
—
=)
p)
@]
c
-
an)
O
]
an)
N
oo
k=
—
o
QO
[]
[l
>
p)
=
o
(@\|
L]
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=
o
<
<
-+~
Qv
=
Qv
5
o
S
2
=
~
o
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Q.
ot
<
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I, =In(V3+ ) -In(2) = ln(%) ~In(2) = ln(%) ~In(2)
I, =1In(4) - In(V3) - In(2) = 2In(2) - 1In(3) ~ In(2) = In(2) - 3 In(3).
D’ou Il = ln(z—\/g)
3
S 1
2/ a) Vérifier que Vt € [0,In(V3)]: 0 < f(t) < 5
f est croissante sur R en particulier sur I'intervalle [0,In(V3)] et £(0) = 0

et f(ln(\/g)) = % Alors :

Vt e[0,In(V3)]: 0 < f(¢)

IA

1
2

1 n
b) Déduire que (YnelN): 0< I, < (E) In(V3) et calculer lim I,

n—-+o0
D’apreés la question 2/a) ona: 0 < f(t) < 1 En élevant a la puissance 7 et
en intégrant :

Os(f(t))”s(%)n — 0< ["(f()dt < J“%(l)ndt.

2
Dou: 0<1, < (%) In(v3).

Comme lim (=)" =0, d’apres le théoreme des gendarmes, lim I, =0.m

n—+00 n—+00

1 1 n+1
3/ Montrer que I,,,, =1, — — (E)

Calculons I,,—1,,., :

InvV3
Ii=Ip = f (Y1 - F(1)?) .

Or 1= £(1 = f(t). Alors I~ L. = [ (F(0)'f (1)t =

-l = = ((F0nvB) ™ - oy )= (1) o

T n+1\2

1 1 n+1
On en dedu1t:In+2:In—n+1(§) . [

4/ Déduction des expressions de [,, et I,

<f<t>>"+1r‘vg

n+1

0

Par itération de la formule précédente (somme télescopique) :

1 1 2k-1
— Pourn=2k-2:1 — I, = _ﬁ(i) .Ensommantdek=1ap:
P 2k-1
1 1
B=h-) z(3) -
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1 1 2k
— Pour n=2k—1: Iy — I :_Z_k(E) .Ensommantdek=1ap:
p

1 1 2k
e A0
k=1

5/ Convergence et limite de v,

2n 1
On a vV, = Zﬁ
k=1

Décomposons v, en termes pairs et impairs :

n n
1 1
v, = + .
" ;(2k—1)22k-1 ;2k-22’<

D’apres la question 4 :

n
S
- . zk_l_o_ 2n
L_(2k-1)2
n

1
— E — =1 -1
ok 41 dans
k:12k 2

Donc v, = (Ig = Ir,) + (I = Lops1)-
Or lim I,,=0et lim I, =0 (d’apres 2b).
n—+00 n—+oo

La suite (v,) converge donc vers I+ I;.
1 1
D’ou lim v, = (Eln 3)+(In2- Eln 3) =1In(2).

n—+0co
Ainsi: lim v, =1n2.

n—+00
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