Les Nombres Complexes

Résumé complet de cours

Programme de 2°° année Bac

Filieres Sciences Expérimentales (PC / SVT)

Au programme :

Calcul dans ’ensemble des nombres complexes
Conjugué d’un nombre complexe

Module d’un nombre complexe

Forme trigonométrique d’un nombre complexe
Notation exponentielle d’'un nombre complexe non nul
Equations du second degré a coefficients réels
Transformations usuelles dans le plan complexe

Alignement des points, nature des triangles, nature des quadrila-
téres , cocyclicité de quatre points
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1. Calcul dans I’ensemble C

¢ C={z=a+ib/(a,b) € R? et > = —1} est I'ensemble des nombres complexes.

¢ 2 =a+ib; (a,b) € R? s’appelle la forme algébrique du nombre complexe z.

4 Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z et est notée : Re(z).

4 Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z et est notée Zm(z).

1.1 Egalité de deux nombres complexes

Proposition : 1

o 2 =2 & Re(z) =Re(Z)etIm(z) =Im(2).
e 2R &< Im(z) =0.
e 2 € iR (z imaginaire pur) < Re(z) = 0.

1.2 Régles de calcul dans C

Proposition : 2

Soient a,a’,b,b’ et k des nombres réels. Alors :
o (a+ib)+ (' +ib)=(a+d)+i(b+1)
o (a+ib)(d +ib) = (ad — bb') +i(al + a'b)

) _ a+i  ad +bV  abll —d'b
e Sia—+ib#0, alors : PR +1 PERCR
e k(a+ib) = (ka) + i(kb).

o sin €N, alors: i*? =1, ¢4t =4 ¢4+2 = _Jetidnt3 = 4.

1.3 Représentation géométrique d’un nombre complexe

Définition : 1

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O; , ).

e A chaque nombre complexe z = a + ib, ot (a,b) € R? correspond un unique point M (a, b)
appelé image de z.

e A chaque point M(a,b) du plan correspond un unique nombre complexe z = a + ib, appelé
affixe du point M(a,b) noté z = af f(M).

e Le plan ainsi défini est appelé le plan complexe.

e Dans le repére (O; u, U'), 'axe des abscisses est appelé 1’axe des réels et 1’axe des ordon-
nées est appelé I’axe des imaginaires
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Soient A(za), B(zp) et C(z¢) trois points du plan complexe, et [ le milieu du segment [AB]
et G le centre de gravité du triangle ABC'). Alors :

Za+ 2
e [’affixe du point [ est z; = A; Ly
) ZA+ 2B+ 2
e L’affixe du point G est zg = %.

e [’affixe du vecteur 1@ est 243 = 2B — 2a.

Proposition

Soient % et U deux vecteurs d’affixes respectives zz et zz et a et § deux nombres réels. Alors :
e U=TU & 2z = 25
o af flatl) = a x af f(4).

e af flaii+ B5) = a x af f(@) + 8 x af f(7).

2. Conjugué d’un nombre complexe

Définition

Soit z = a + ibou (a,b) € R%
Le conjugué du nombre complexe z = a + ib est le nombre complexe noté z défini par :
Z=a—1b.

I r

Proposition : 1

Soit z € C. Alors :

e Re(z) =22 o 2x 2= (Re(2))’ + (Im(2))".
22_5 e 2 € R(zest un réel) & z = z.
0 Hiedl ) = 2i e 2z € iR (zest un imaginaire pur) & zZ =

e zZ=12. —%.

Proposition : 2

Soit (z,2') € C*, n € Net A € R. Alors :
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Proposition : 3

Soit P(z) un polynome & coefficients réels et a € C. Alors :

e P(z2) = P(2).
e Pla)=0 < P(a)=0

3. Module d’un nombre complexe

Définition

Soit z = a+ibou (a,b) € R%
Le module du nombre complexe z = a + ib est le nombre réel positif noté |z| défini par :

|z| = V2 X Z =+a? + b2

Proposition : 1

[ ] VZE(C7 |Z|€R+ [ |Z‘:_[m(2) & 2 e iR
e 2|=0«< 2=0. . .

e |z| = Re(2) & z € RT. .VZEC’;_W

o |2| = —Re(z) & ze R, s v

e |z| =Im(z) & z € R one(C,;:W

Proposition : 2

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O; i, ¥), on considére les points
A(za et B(zp. Alors :

e
e 0A=|OA] = |z4l.
o AB = ||AB|| = |25 — 24|

Proposition : 2

Soient z et 2’ deux nombres complexes, n un entier et k un réel. Alors :

¢ Re(z) < |Re(:)| < |2 S Tl il o5
z
¢ Im(z) < [Im(z)] < 2] ¢ k>0 = ke =hl2.
¢ |z x 2| =]z x ||
ol L ¢ k<0 = |kz| = —k|z|
|Z|—|—Z’—|Z|—|ZZ|—|;|- ¢ |z4 2| < |z| + 7).
~ B B |Z| n n
0|z|2:|z2:zxzetz:7. ’|Z%\§Z!Zk|-
¢ ’Zn| _ |Z‘n k:O kn:O
/ /
0Vz€©*,|z—|:m. ¢ [Tzl =112l
2 |2 k=0 k=0

4. Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Dans cette section, le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O; @, 7).
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4.1 Argument d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe. On appelle

ﬁ

argument de z et on note arg(z), toute mesure de 'angle orienté (@, OM).

Proposition : 1

Soit z = a + ib un nombre complexe non nul tel que (a,b) € R? — {(0,0)}. Alors il existe au
a

N

cosf =

moins un réel 0 tel que :
sinf =

Proposition : 2
Soit z € C*. Alors :
¢ 2R ©argz=0[r] & argz=km, k€ Z.

¢ 2 c R & argz=027] & argz = 2km, k € Z.

¢ 2R s argz=nn] & argz=(2k+ 1)m, k € Z.

¢ 2 ciR* @argzzg[ﬂ] @argzz%%—kﬂ,keZ.

¢ 2ciR & argzzg[Qw] & argz:g—l—Qkﬂ, keZ.

¢ 2ciR* & argz = —g[w] & argz = —g—|—2k7r, ke Z.

Proposition : 3

Soit z et 2z’ deux nombres complexes non nuls et n € N*. Alors :

¢ arg(z) = —arg z [27] ¢ arg <1) = —arg z [27]
¢ arg(—2) =7 + arg 2 [27] :
¢ ) = 2 /
arg(z x /) = arg = + arg ' [2n] ¢ ong (2) = org - ang 2
2

¢ arg <H zk> = Z arg(zx) [27].

¢ arg (2") = n x arg z [27]

4.2 Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Définition
¢ Tout nombre complexe non nul z, s’écrit sous forme z = |z|(cos @ + isinf), ou € est un
argument de z.

¢ Lécriture z = |z| (cos @ + isin ) est appelée ’écriture trigonométrique ou forme tri-
gonométrique de z.

4 on note z = [|z],4].

4 Le couple (|z],0) est appelé le couple de coordonnées polaires du point M d’affixe
z par rapport a l’axe des réels.
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Méthode : Donner la forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Soit z € C*, tel que z = a + ib, ou (a,b) € R* — {(0,0)}

1) On calcule |z| = Va? + b2

a
cosf) = ——
JaZ 1+ b2
2) On détermine 6 € R, lorsque c’est possible, tel que : a b+ b
sinfl =

VB

3) z =||z], 0] est la forme trigonométrique de z.

Soit z et 2’ deux nombres complexes non nuls tels que z = [r, 0] et 2’ = [, §']. Alors :

022[7",—0] ‘z:[d7€/_0:|
¢ —=[rm+0 < r
¢ 2xd=[rxr,0+0] ¢ 2" =[r",nb]
o 1o[Lo]
z r

4.3 Angles orientés et arguments des nombres complexes

Proposition

Soit @ et ¢ deux vecteurs non nuls d’affixes respectives zg et zp et soient A, B, C et D quatre
points du plan complexe d’affixes respectives z4, zp,2cet zp tels que A # B et C' # D.
Alors :

¢ (U, W) = arg zz [27]. ¢ m = arg (g) [27].
L4 <ﬁ, @) = arg (zp — z4) [27]. ¢ <@,@) = arg (%) [2n].

5. Points, triangles et quadrilatéres

Proposition : Points alignés - Vecteurs colinéaires - Vecteurs orthogonaux

Soit 0 et ¢ deux vecteurs non nuls d’affixes respectives zg et zpet soient A, B, C trois points
du plan complexe d’affixes respectives z4, zg et z¢ tels que A # B . Alors :

= = o A9 2y g
¢ Les vecteurs @ et ¢ sont colinéaires <& —- € R < arg <—t) = 0 [n].
]

—

2

20— 2 20— 2
¢ Les points A, B et C sont alignés < ““— "4 € R < arg ( < A) = 0 [n].
ZB T %A ZB T %A

¢ (AB)|| (CD) & 2272 cR & arg (ZD _ZC> =0 [n].
ZB — ZA ZB — %A

¢ilie EEiR@arg<ﬁ) g[w].

ez} 2
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¢ (AB) L (CD) & 27 %¢ ¢ R & arg (M)
2B — ZA ZB — %A

Proposition : Quatre points cocycliques

Les points A, B, C et D sont quatre points alignés ou cocycliques
RC — RA , RC — <D RC —RA _ AB — 2D
= eER & X eR.

ZB—ZA 2B — 2D ZB—2ZA 2C — 2D

Proposition : Nature d’un quadrilatére

Soit A, B, C' et D des points du plan complexe d’affixes respectives z4, 25, z¢ et zp. Alors :

5[7?]-

¢ ABCD est un parallélogramme < zg — 24 = z¢c — 2p

B T A = ZC — %D
¢ ABCD est un rectangle < (ZD _ ZA) —
arg | ——

=—[r
ZB — ZA 2[]
ZB — RA = 2Cc — RD ZB — RA — ZCc — 2D
¢ ABCD est un losange < 2p — 2p T S S 2p — 24
- (—) = T oy
Zc — ZA 2 2B — 24

ZB — RA — 2Cc — ZD
¢ ABCD est un carré < § 2 — 2,4 [1 L7
2 [1,4T]

ZB — <A

Proposition : Nature des triangles

Soit A, B et C' des points du plan complexe d’affixes respectives z4, zp et z¢. Alors :

¢ ABC est un triangle isocéle en A < zg : Z =1 |z0 — 24| = |25 — 24]
¢ ABC est un triangle équilatéral < |z¢c — za| = |25 — 24| = |2¢ — 2B
|2c = 24| = |28 — 24
7 e (222) =45 en

¢ ABC est un triangle rectangle en A < arg (ZC — ZA) =I [7]

ZB — ZA 2
20— 2
L7
¢ ABC est un triangle rectangle et isocéle en A < “B %A
20 — %A ™
arg = — [n]
ZB — ZA 2
20— %
)
ZB — RA

6. Notation exponentielle d’'un nombre complexe non nul
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Définition : Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul, # un nombre réel et 7 un nombre réel strictement positif.
¢ On note €% le nombre complexe de module 1 et d’argument 6.

¢ ¢ =cosf+isinf = [1,0).

¢ 2=[rf & z=re?,

¢ Lécriture re' est appelée la forme ou ’écriture exponentielle de 2.

Soit 0 et 6’ deux nombres réels.Alors :

¢ | =1 et arg(e?) =6 [2n] * ¢ 4+ ¢ = 26%% cog (L)
& o 5 i — il0+0) / 0_ 0
. 1 1 & ot _ o — 2™ in _ .
* 0= (e”’) == cosf —isind 2
e’L
i0 A . 0

¢ e‘ — i6-0") ¢ 1+eif =25 cos (= ).

eit’ 2

¢l =c? — g=¢ [27]. ) o 0
& _eif — pi0+m) ¢ 1—¢e%=2"7 sin (5)

Proposition : Formule de Moivre - Formules d’Euler

Soit 6 € R et n € N.
¢ Formule de Moivre : (¢?)" =e™ ou (cosf+ isin6)" = cos(nf) + isin(nb).
¢l 1 =i oif _ =it

¢ Formules d’Euler : cosf = —5 et sinf = %
)

Proposition : Linéarisation de cos”(x) ; sin"(z); cos™(x) x sin™(z)

Soit £ € R et n € N*.

Linéariser cos”(x); sin"(z)ou cos™(z) x sin™(z) revient a les écrire sous forme
n

Z (ay cos(kx) + by sin(kx))

k=0

Exemple : Linéarisation de cos® z et sin’z

Soit z € R.
¢ Linéarisation de cos®z : cosz = # = cos’r = (%)3 -
€3 4 361 4 37 4 ¢ i3 4 g% 3(ei® 4 e=in)  cog(3x) + Bcosa
8 s 8 L
¢ Linéarisation de sin'z : sinz = # = sin'z = <¥> =
e — 4e" 4 6 — de” " + 7 cos(4x) — 4 cos(2z) + 3
16 8 '
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7. Equation du second degré a coefficients réels

¢ Une équation du second degré a coefficients dans R est une équation de la forme

az?+bz+c=0 ou (a,bc)ER* xRxR.

¢ Le nombre complexe A = b? — 4ac est son discriminant

¢ La forme canonique du trindéme a 22 4+ bz + ¢ est donnée par I’expression :

L b * A
: 2a 4a?

az?+bz+c=a

Proposition : Résolution de ’équation (E): az’+bz+c=0

4 Si A > 0, alors 'équation (F) admet deux solutions réelles :

—b— VA —b+ VA

21 = ———et 2o =
! 2a 2 2a

4 Si A = 0, alors I’équation (F) admet une solution double :

b
20 = ——
0 2a

4 Si A < 0, alors I'équation (E) admet deux solutions complexes conjuguées :

—b—iv—A —b+ivV=A
z1 = etz;;z
2a 2a

Proposition : Relations entre les solutions d’une équation du second degré

: . . 21+ 20=5
¢ Soit (s,p) € R?, les nombres complexes 21 et 2y vérifiant les relations { e sont

21X Z3=0D
les solutions de 'équation du second degré : 22 — sz +p = 0.

¢ Si 2; et 2 sont les solutions de 'équation a 22 +bz+c = 0, alors elles vérifient les relations

21+22:——

a
21 X 29 = —
a

8. Transformations usuelles dans le plan complexe
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8.1 Transformations du plan complexe

P — P

Une transformation F : { est associée a une application f

M(z) —» M'(Z)
C —C
z = 2= f(2)
M =FM) & 2 = f(z).
On va nous intéresser a des fonctions affines f(z) = az + b.

tels que pour tous les points M (z) et M'(z") du plan complexe, on ait :

8.2 Transformations usuelles du plan complexe

8.2.1 Translation

Soit «w un vecteur non nul.
La translation de vecteur w est la transformation du plan complexe définie par :

o
T : {P o , telle que : MM' = .

M(z) —» M'(Z)

Proposition : Ecriture complexe d’une translation

Soit wun vecteur non nul d’affixe z;.
L’écriture complexe de la translationT; est : Tig : 2’ = z + z3.

8.2.2 Homothétie

Soit 2 un point du plan complexe et k£ € R*.
L’homothétie h de centre ) et de rapport k est 'application définie par :

—
h : {P — P ,tellequeQM’:k-W.

M — M

Proposition : Ecriture complexe d’une homothétie

Soit hl’homothétie de centre (2 d’affixe w et de rapport k € R*.
L’écriture complexe de I’homothétie hest : 2/ — w = k(z — w).

8.2.3 Rotation

Soit © un point du plan complexe et 0 € R.
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La rotation R de centre () et d’angle 6§ est I’application définie par :

R : , telle que ¢ 77— ——=~
M= M b (WQM) = ¢ [2n]

Proposition : Ecriture complexe d’une rotation

Soit R la rotation de centre €2 d’affixe w et d’angle 6 € R.

L’écriture complexe de la rotation Rest : 2’ — w = e (2 — w).

M'(2") est 'image de M (z) par une transformation dans le plan.

=z

Nature de la transformation Définition Ecriture complexe
-
une translation du vecteur  (b) MM =4 Z=z+b
e
une homothétie de centre Q(w) et QM = KQM 2 =k(z—w)+w
de rapport k
une rotation de centre Q(w) /
QM = QM 2" —w| = |z —w]
et d’angle 0 , r_
(W,QM’) = 6 27| arg <Z w> = 0 [27]
Z—w
(M # Q)

= ez —w) +w

10
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