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Exercice 1

On rappelle que (M,(IR), +, -) est un espace vectoriel réel.
On considere les deux matrices :

) (e

On considere I’ensemble

o {M(x'y) i (—xy x+}i/§y)

1/ a) Montrer que (E, +,-) est un espace vectoriel réel.

(x,v) € IRZ}.

b) Montrer que (I,]) est une famille libre, puis en déduire la dimension
de ’espace vectoriel E.

2/ a) Vérifier que J? = V3] —1.
b) Montrer que E est une partie stable de (M,(R), x).

3/ Soit a € C\ R. Montrer que (1,a) est une base de 1’espace vectoriel réel
(C,+,-).

4/ On considere l'application ¢, : E — C définie par :
@,:E—>C, M(x,y)— x+ay.

a) Montrer que @, est un isomorphisme de (E,+) vers (C, +).

b) Déterminer les valeurs de a telles que ¢, soit un homomorphisme de
(E, x) vers (C, x).

3 1. ..
c) Posons a = - i Soit n € IN.

Calculer ¢,(J") en fonction de n, en déduire que :

J'=1 < n=0[12].
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Exercice 2

Partie A

Soit n € N, tel que : n > 2. Posons U, =55...5 I’écriture dans la base 7.
~—

n fois
1/ Montrer que : 6U,, = 5(7" - 1), en déduire que U, ; A7 = 1.
2/ Montrer que: U,.; AU, =5.

Partie B
On admet que 2003 est un nombre premier. Soit x un entier naturel tel que :
x2+1=0[2003].

1/ Montrer que : x> = —x[2003].

2/ Montrer que : x2°°3 = x[2003], en déduire que 2x = 0[2003].

3/ Montrer que I’équation : x* + 1 = 0[2003] nadmet pas de solution dans
IN.

Exercice 3
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O, it, ). Soit m € C*. On
considere dans C I’équation
(E):2z°+m(1+i)z+m*(1+i)=0
2
1/ a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est : A = (m(l - 31')) :

b)

c)

d) Dans cette question on suppose que m = e'®, ot & € R. Ecrire z, et z,

sous la forme trigonomeétrique.

Résoudre 1’équation (E).
Déterminer la forme algébrique de m tel que : z; xz, = 1.

2/ On considere les points A, B et C respectivement d’affixes

: po M 1. 1 .
a=-im, =——+—im, c=-m-——mi.
272 2
a) Vérifier que :
b-c
—:Z,
a—c

puis en déduire la nature du triangle ABC.
b) Soit (I') 'ensemble des points M(m) du plan,tel que le rayon du cercle
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circonscrit au triangle ABC égale V10.
Montrer que (I') est un cercle de centre O et de rayon 4.

3/ On considere la transformation F qui associe a chaque point M(Z) le
point M’(Z’) tel que :
Z'=2iZ -m(2+1i)

a) Déterminer la nature de F.
b) Déterminer 'image du cercle (T') par F.

Exercice 4

Partie I

Soit f la fonction définie sur IR* par :

1/
a) Montrer que f est continue sur R*.
b) Montrer que : VxeR*: (x+1)e™*-1<0.
¢) En déduire la monotonie de f sur R*.

2/ Soit F,, la fonction définie sur R* par :
—X

VxeR": F,(x) = en_'_[ t"e!dt (neINY).
HJo

a) Montrer que: ¥Vx e R*: F (x)=x—1+e™".

xn+l
b) Montrer que : Yx € R : F,;(x) = 1) —F,(x).
c) En déduire que pour tout x € IR*,on a:
2 30 2
Pz(x):%—x+1—e_x, F3(x) = %—%+x—1+e‘x.
—x -x x?
3/Montrerque:VerR+:7Sf(x)—l §7+€.

Partie I1

On considere la fonction F définie sur IR* par :




(@\|
i
)
TN
S
9
O
c
S
as)
O
qv]
aa
[]
[]
>
P
O
<
as
(@\|
[]
[]
=
o
=
<
-+
qv]
=
qv}
£
i
=
s
2
~
~~

https

F(0)=1 et F(x):%fxf(t)dt, si x> 0.
0

1/

X2

X X
M v Til-=-<Fx)<1-=-+—
a) Montrer que : Yx € R T= (x) R

b) En déduire que F est continue et dérivable a droite en 0 et préciser F(0).
2/

|
)Montrerque Vxe[l,+o0[: 0< F(x <£+ Jf

b) En déduire lim F(x), puis interpréter géométriquement cette limite.
X—+00
3/

a) Montrer que F est dérivable sur IR* et que :

VxeR": F'(x) = M

b) Montrer que F est strictement décroissante sur R*.

2l

ﬁ
1

4/ Construire la courbe (Cr) dans un repere orthonormé (O, i, j).

\/

Partie II1

Pour tout n € IN, on pose :

1 o
I, :J dx.
0o e+ (1+ex)"

1/
a) Calculer I'intégrale I,.

b) Montrer que la suite (I,,),cn est décroissante, en déduire qu’elle est conver-
gente.

c) Montrer que : YVneIN: I, + I, = f(n), puis en déduire lim I,,.

n—+o00

2/ Pour tout n € IN*\ {1}, on pose :

T
—

Sn - (_l)kf(k)'

1

o
1

(_1)n—1ex _ 1
e"*(1+e*)  1+e*°

a) Montrer que : Vx € R: Y }Zj(—1)ke™** =
b) Justifier que : YVn e N*\ {1}: S, = (-1)""'I, +1n(1+3).

c) En déduire que la suite (S,),>, est convergente en précisant sa limite.







