=0

TRONC COMMUN SCIENTIFIQUE

Do Arithmétique dans N e

Auteur : S. El jaafari

>0 (C——— D o<

Table des matiéres

I Ensemble des entiers naturels 2
1 Vocabulaires et notations . . . . . . . . .. ... 2
2 Opérations dans I’ensemble des entiers naturels . . . . . . . ... ... ... 0oL 2
II Entiers naturels pairs - Entiers naturels impairs 2
III Diviseurs et multiples d’un entier naturel 3
1 Multiples d’un entier naturel . . . . . . . .. L 4
2 Diviseurs d’un entier naturel . . . . . ... .o Lo 4
3 Criteres de divisibilité . . . . . . . . . ..o 5
IV Les entiers naturels premiers 5
1 Nombres entiers Premiers . . . . . . . oo v v i e e e e e e e e e e 5
2 Décomposition d’un entier en produit de facteurs premiers . . . . . .. ... ... ... ... 7
V Plus grand diviseur commun - Plus petit multiple commun 8
1 Plus grand diviseur commun de deux entiers . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 8
2 Plus petit multiple commun de deux entiers . . . . . ... ... 9

—_—> 00— o<




Tronc Commun Scientifique Arithmétique dans N S. EL JAAFARI

I — Ensemble des entiers naturels

1. Vocabulaires et notations

(O péfinition

* Tous les nombres entiers naturels forment un ensemble, noté N, et appelé I’ensemble des entiers
naturels. Donc N = {0, 1,2, ...}.

» L’ensemble des entiers naturels non nuls est noté N* et on : N* = {1,2,3,...}.
» Sin estun entier naturel, on écrit : » € N et on lit «n appartient a N» .

« Sin n’est pas un entier naturel on écrit n ¢ N et on lit «n n’appartient pas a N» .

2. Opérations dans I’ensemble des entiers naturels

Proposition

» La somme de deux entiers naturels est un entier naturel.
Autrement dit : Si (n,m) € N2 alors n +m € N,

* Le produit de deux entiers naturels est un entier naturel.
Autrement dit : Si (n,m) € N? alors n x m € N.

+ La différence et le quotient de deux entiers naturels n’est pas nécessairement un entier naturel.

Autrement dit: 21 —4=17€N, 31 =3eN,5-18=-13¢ N, I ¢ N

II — Entiers naturels pairs - Entiers naturels impairs

(O péfinition

Soitn € N.

* L’entier naturel n est dit pair si, et seulement s’il est divisible par 2.

 L’entier naturel n est dit impair si, et seulement s’il n’est pas pair (i.e. il n’est pas divisible par 2).

Proposition 1 (Critére de divisibilité par 2)

» Un entier naturel est pair si, et seulement si son chiffre d’unité est : 0, 2, 4, 6 ou 8.
» Un entier naturel est impair si, et seulement si son chiffre d’unité est : 1, 3, 5, 7 ou 9.

» Un nombre entier naturel ne peut jamais étre a la fois pair et impair.

Proposition 2 (Caractérisation de la parité d’un entier)

* Un entier naturel n est pair si, et seulement s’il s’écrit sous forme : n =2k ou k € N.

* Un entier naturel n est impair si, et seulement s’il s’écrit sous forme: n =2k + 1ou k € N.
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Pour montrer qu’un entier naturel 7 est :

* pair, il suffit de trouver un entier naturel k tel que n = 2 k.

* impair, il suffit de trouver un entier naturel k£ tel que n = 2k + 1.

Proposition 3 (Parité et opérations sur les entiers naturels)

* La somme de deux entiers naturels de méme parité est un entier pair.
Autremment dit : pair + pair = pair et impair + impair = pair.

* La somme de deux entiers naturels de parités différentes est un entier impair.
Autrement dit : pair + impair = impair et impair + pair = impair.

 Si I’un au moins des deux entiers naturels est pair, alors leur produit est un entier naturel pair.
Autrement dit : pair x pair = pair et pair x impair = pair.

* Le produit de deux entiers naturels impairs est un entier impair.
Autrement dit : impair X impair = impair.

Proposition 4

Soitn € Netp € N*,

+ Sin est pair, alors n? est aussi pair.
* Si n est pair, alors nP est aussi pair.
+ Si n est impair, alors n? est aussi impair.
+ Sin est impair, alors n” est aussi impair.

* n(n + 1) est toujours pair.

\g .
Exercice

Soit n un entier naturel.

1/ Montrer que 3 + 5"t est un entier pair.
2/ Etudier la parité de I’entier 17 + 273,
3/ Montrer que I’entier naturel A = n? 4+ 3n + 6 est pair.

4/ Etudier la parité de I’entier naturel B = N3 — n.

III — Diviseurs et multiples d’un entier naturel
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1. Multiples d’un entier naturel

[ péfinition

Soient a et b deux entiers naturels tels que b # 0.
Dire que a est un multiple de b signifie que a =b x kou k € N.

Proposition

* Les multiples d’un entien naturel nonnul a sont: 0; a ; 2a;..;naoun € N.

* L’ensemble M(a) ={0; a; 2a;..;na ...} estl’ensemble de tous les multiples positifs de a.
Onlenote: M(a) =aN.

* Chaque entier naturel non nul admet une infinité¢ de multiples dans N.
* 0 admet un seul multiple dans N qui est : 0.

* Ona: M(1) = Net M(2) = 2N est I’ensemble des entiers pairs.

2. Diviseurs d’un entier naturel

(O péfinition

Soient a et b deux entiers naturels tels que b # 0.
Dire que b est un diviseur de a (ou que b divise a)signifie que a = bk ou k € N.

Proposition 1

Soient a et b deux entiers naturels tels que b # 0. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

* @ est un multiple de b.
* ¢ est divisible par b.
* b estun diviseur de a.

* bdivise a (onnote b | a).

Remarque

* 0 est un multiple de tous les entiers naturels.

1 est un diviseur de tous les entiers naturels.

* Tous les entiers naturels non nuls sont divisibles par 1 et par eux méme.

Proposition 2

Soient a, b, d trois entiers naturels tels que a < b et d # 0 et d est un diviseur de a + b. Alors :

e ddivise a + b et d divise b — a.
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* ddivise naetddivise a’ oun € N, p € N*,

e ddivisena+mboun € N, m € N.

N .
Exercice

1/ Soit n € x. Montrer que 2" 4 2" "1 est un multiple de 3.

2/ Soita € X tel que @ > 5. En posant n = a + 3 et m = a — 5, montrer que chaque diviseur commun
de n et de m divise 8.

3/ Soitd € N*. En posant a = 13d + 7etb = 5d — 3, montrer que tout diviseur commun entre a et
b divise 74.

3. Criteres de divisibilité

Proposition Critéres de divisibilité

Un entier naturel est divisible par :
* 2 si le chiffre des unités est 0, 2, 4, 6 ou 8.
* 3 si la somme de tous ses chiffres est divisible par 3.
* 5 i le chiffre des unités est 0 ou 5.

* 9 si la somme de tous ses chiffres est divisible par 9.

IV — Les entiers naturels premiers

1. Nombres entiers premiers

[ péfinition

Un entier naturel est dit premier si, et seulement s’il admet exactement deux diviseurs : 1 et lui méme.

Proposition 1

* 0 n’est pas premier car o admet une infinité¢ de diviseurs (plus que 2 diviseurs).

* 1 n’est pas premier car il admet un seul diviseur (moins de 2 diviseurs).
* Le seul entier premier et pair est 2.

* Tous les entiers premiers supérieurs strictement a 2 sont impairs.

Crible d’Eratosthene : Les entiers premiers inférieurs a 100 sont en gras.
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La méthode consiste a procéder par élimination :

* on élimine 1 qui n’est pas premier.
* On garde 2 et on élimine tous les multiples de 2.
* On garde 3 et on élimine tous les multiples de 3.

* On garde 5 et on élimine tous les multiples de 5...

Proposition 2

Les entiers premiers inférieurs a 100 sont :
2:3:;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37 ;41 ;43 ;47 ;53;59;61;67;71;73;79;83;89;97.

Théoréme de primalité

* Chaque entier naturel supérieur ou égal a 2 admet au moins un diviseur premier.
 Pour chaque entier naturel supérieur ou égal a 2, le plus petit diviseur distinct de 1 est premier.

* Un entier naturel n n’est pas premier si, et seulement s’il admet un diviseur premier p vérifiant

p<V/n.

B Méthode

Pour étudier la primalité d’un entier naturel, on procéde comme suit :

* On calcule \/n.

* On détermine tous les entiers naturels premier p tels que p < /n.
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* On teste la divisibilité de n par chacun de ces entiers premiers.
* Si aucun de ces entiers premiers ne divise n, alors n est premier.

* Si on trouve que 1’un de ces entier premier divise n, alors n n’est pas premier.

L’ensemble des nombres entiers naturels premiers est infini.

2. Décomposition d’un entier en produit de facteurs premiers

(O péfinition

Décomposer un entier naturel en un produit de facteurs premiers revient a 1’écrire sous forme de produit

de tous ses diviseurs premiers.

Proposition 1

facteurs premiers.

Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 peut se décomposer, d’une mani€re unique, en un produit de

. On schématise 1’opération sous la forme suivante :

56100
28050
14025
4675
935
187
17

1

m Méthode : Comment décomposer en produit de facteurs premiers 56100

On effectue les divisions successives dans 1’ordre croissant de 56100 par ses diviseurs premiers jusqu’a ce
qu’on arrive a un quotient égal a 1. La décomposition de 56100 est le produit de tous ses diviseurs premiers

11

17

Alors la décomposition de 56100 est : 56100 = 22 x 3 x 52 x 11 x 17.
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Théoréme

Pour tout entier naturel a tel que @ > 1, il existe n entiers naturels o1, ag, ..., oy, et n entiers naturels
premiers distincts deux a deux p1, pa, ..., pn tels que : @ = pJ' X py? X pg® X ... X pin

Proposition 2

Soit a un entier naturel tel que a > 1 dont la décomposition en produit de facteurs premiers est
a=p]* X pg? X p3? x ... x pdn.
Alors le nombre des diviseurs entiers naturels de a est : (1 4+ aq)(1 + a2)(...)(1 + ay,).

V — Plus grand diviseur commun - Plus petit multiple commun

1. Plus grand diviseur commun de deux entiers

D Définition : Notation

Soitent a et b deux entiers naturels non nuls.
Le plus grand diviseur commun de « et b est noté par : PGCD(a,b)oua A b

m Méthode 1 : PGCD et diviseurs

Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que leurs diviseurs sont faciles a déterminer. Pour déterminer
le PGC'D(a,b) :

* On détermine tous les diviseurs de a.
¢ On détermine tous les diviseurs de b.
* On déyermine tous les diviseurs communs de a et b.

* Le PGCD(a,b) est le plus grand de ces diviseurs communs.

m Méthode 2 : PGCD et décomposition en produit de facteurs premiers

Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a > 1 et b > 1. Pour déterminer le PGCD(a,b) :
* On détermine la décomposition sn produit de facteurs premiers de a.
* On détermine la décomposition sn produit de facteurs premiers de b.
* On écrit les facteurs premiers communs dans les deux décompositions.

* On ¢leve ses facteurs aux plus petits exposants dans les deux décompositions. On trouve alors le
PGCD(a,b).

En utilisant les deux méthodes, calculer PGC D(126,980).
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2. Plus petit multiple commun de deux entiers

D Définition : Notation

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Le plus petit multiple commun de a et b est noté PPCM (a,b).

FN Méthode 1: PPCM et multiples

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

* On détermine simultanément les multiples de a et ceux de b jusqu’a ce qu’on arrive & un multiple
commun des deux entiers a et b.

* Le premier multiple commun non nul est le PPCM (a, b).

Remarque

Pour déterminer les multiples d’ un entier naturel non nul n, on le multiplie successivement par les entiers
naturels, et on obtient : M(n) = {0; n, 2n, 3n, ...}.

m Méthode 2 : PPCM et décomposition en produit de facteurs premiers

Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a > 1 et b > 1. Pour déterminer le PGCD(a,b) :
* On détermine la décomposition sn produit de facteurs premiers de a.
* On détermine la décomposition sn produit de facteurs premiers de b.
* On prend tous les facteurs premiers utilisés dans les deux décompositions de a et de b.
* On éleve ces facteurs premiers au plus grand exposant dans les deux décompositions.

* Ainsi on obtient la décomposition en produit de facteurs premiers du PPC M (a, b) .

En utilisant les deux méthodes, calculer PPC M (126, 980).

Proposition : Propriétés du PGCD et du PPCM

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
« PGCD'a,b) = PGCD(b,a) et PPCM(a,b) = PPCM(b,a).
« PGCD(a,1) =1et PPCM/(a,1) = a.
« PGCD(a,a) =aet PPCM(a,a) = a.
« PGCD'a,b) x PPCM (a,b) = a x b.
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m Méthode 3 : Relation PPCM et PGCD

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Pour calculer PPCM (a,b) :

¢ On calcule PGC'D(a,b).

* On applique la formule PPCM (a,b) = #ﬁ(b) ‘
a’
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