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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte cinq exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon 1’ordre choisi par le candidat.

- PEXERCICEI se rapporte a I’analyse .........c.......c.eueeeeee...(7.5 pts)
- PEXERCICE2 se rapporte & I’analyse ..............................(2.5 pts)
- PEXERCICES3 se rapporte aux nombres complexes ...............(3.5 pts)
- PEXERCICEA4 se rapporte a I’arithmétique et aux probabilités...(3 pts)

- PEXERCICES se rapporte aux structures algébriques............... (3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICE] :( 7.5 points)

Partie I :

On considére la fonction g définie sur ’intervalle |0, 400 [ par: g(t) = In(t) — (¢ — 1)

Soit € |0

oo~ {1}
On considére la fonction h de la variable réelle ¢ définie sur ’intervalle]0, +oo [par :

mt) = —27 1) )

(z—1)
1- Montrer que la fonction h est dérivable sur |0, 400 [ et que :
E:5(E
0.5 pt EEC-
COBl(p) 2g(z) 1 E A
Vte]0,4o0[; A(t)=| —"5+ (t—1) o
(x—17 ¢
2- En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction h, montrer qu’il .
existe un réel 6 compris entre x et 1 tel que : (=] (=]
0.5 pt -
glz) _ —1 O
2 - mllnm
(x—1) 20
e _ [=]33[=]
0.5 pt 3- Montrer que : zt+1-—|z—1 <9<m—|—1—|—|x 1] e ﬁ
2 2 E H
4- En déduire que : [m] 55 [m]
0.25 pt -1 - 9(z) - -1 y -
el a1 (@1 o1 tatl [,
Partie I1 :
Soient f la fonction numérique définie sur I’intervalle]0 , +o0 | par :
In( 2
fFA)=1 et vz el]0,1[U]l,+o0[ ; <nwi)
x JE—
et (C)la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonorme ( 7?, 7
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1- a) Calculer }jlil(l) f(z) et lim f(z) puis interpréter

O[-40

1pt =20 Tr—+00
graphiquement les résultats obtenus. [=]
| | (=] [=]
0.25 pt 1- b) Montrer que f est continue au point 1
[=]
2-a) Montrer que :Vz € ]0,1[U]1,+oc0 [ ; ofA0
0.25 pt x)—1 In(z T Wi
@1 () @)Y () EI%
z—1 z—1 (;1; — ]_)
| | | (=4[]
0.25 pt 2-b) En déduire que la fonction f est dérivable en 1 Lﬂﬁ%
[=]Fy .
2- ¢) Déterminer 1’équation de la tangente (T") a la courbe (C) O/=0
0.25 pt
P au point d’abscisse 1 E"
3-a) Montrer que la fonction f est dérivable sur I’intervalle
10,400 [,etque: apdO
0.75 pt ( 1 ) :
g —
21In(x) x [m] =
Ve e 0,400 |[— {1} ; fl(z) = . )
0,00 (-1} 5 £ =255 -~
In(x) (=] (=]
0.25 pt 3-b) Montrer que : Vz € |0,1[U]1,400 | ; . >0
x JE—

Eq:-l'
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3- ¢) Montrer que la fonction g est négative sur I’intervalle]0 , 400 | Opi0
0.5 pt
d puis en déduire le sens de variation de f sur I’intervalle |0, +o00 | E
T
4- Montrer que le réel 1 est la seule solution de 1’équation E_I:_EE
0.25 pt
P f(z) = z sur ’intervalle |0, 400 | %
5- Représenter la tangente (') et la courbe (C') dans le repére [=] (=]
0.75 pt — — I
(0; i, J) [w]eFE
o 6- a) Soit n € N*. Montrer que I’équation f(z) = n admet une [=] 5=l
25 pt
P solution unique x, sur I'intervalle |0, 1] O
0.5 pt 6- b) Montrer que : lim z, =0
n—+oo E
: 1 : .
6- ¢) Vérifierque: Vn € N*; /n = n(zn) puis en déduire o400
0.5 pt ) LTp — .
n1—1>r—Poo ZBn\/ﬁ E -

EXERCICE 2 : ( 2.5 points)

Soit ¢ une fonction dérivable sur I’intervalle[0, 1] telle que sa dérivée ¢’ est continue sur cet

intervalle.

0.5 pt

1- Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a:

[ e ete)ds - o) | [ =" @) - o) e

n—+1

o[A0
S AI[E]
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0.5 pt 2-Montrer que : IM € R* Vz € [0,1] ; |¢'(z)| < M h '

EI%EI
0.5 pt 3-Montrer que : Vx € [0,1] ; |p(z) — (1) < M (1 —2x) y '

Of#0
Of £

1
0.5 pt 4- En déduire que :  lim n/ z"p(z)dr = ¢(1)
0

n—-+4o00

5- On considére les deux suites (uy) et(vy) définies respectivement, pour tout entier naturel n,
1

1 n
nt 2
par: wu :/ dt ety, = 2"+1n/ x" Arctan (2z) dz

")y 142t 0 (22)

0.5 pt

En utilisant le résultat de la question 4., calculer lim un et E!EE
n—-+00 e
i

lim v
n—-+00 " E

EXERCICES3 : (3.5 points)

Soit m € C* — {1, —i}

Partie I :

On considére dans I’ensemble C des nombres complexes 1’équation suivante d’inconnue z
(Bm):2° =14+ 1 +d)m) 22+ (1+i)m+im?)z—im?> =0

s 1- Montrer que les nombres complexes 1 et m sont des [=] {5 (=]

25 pt . . !
solutions de 1’équation (E,) =]

0.25 pt 2- En déduire 1'ensemble de solutions de 1’équation (E,,)
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Partie I1 :

On suppose que : m € C — {—1,

A.

i,—1,1} et |m|=1

1- Montrer que:

m+i m+1i m+1 m+1

10
[=]

m+1

[m]-

1+im 1+im m—1 m—1 O
_ T
(Remarquer que : mm = 1)
m - — [Slgy[=]
0.25 pt 2- Montrer que : (1 +7) - | est un 1imaginaire pur. :

B. Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct (O

uw, v) on considere les points

A, B, C, E et F d’affixes respectivesa =m,b=1,c=1im, e = %( 1+14)(m —1) et
1
f= 5(1 +1)(1+m)
e—c . (m—+1 E E
0.5 pt 1- a) Montrer que : ;= —1. 1
e — m — E
T
. [=] gy (=]
0.25 pt 1- b) En déduire que E € (BC) :
[m]ht &
e—a 1 ) m—1 E E
0.5 pt 2- a) Montrer que : = —(1+19). :
c—b 2 m+1 O
T
| [=]5m]
0.25 pt 2-b) En déduire que (AE)L(BC) . .
[=]
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0.25 pt 3- a) Montrer que :

—a 1+tm

—c m+ i Of-=10
e (2

Ly

[x]
0.5pt 3- b) En déduire que les points A, E, C'et F'sont cocycliques. T

EXERCICEA : (3 points)
Partie I :
On considére dans Z x Z I’équation (E) : bz — 6y = 2

[=]
=
[=]

1- Montrer que I’ensemble des solutions de 1’équation (E) est

—— {(4+6k,3+5k) /keZ}

[=]

2- Soit (z,y)une solution de I’équation (E) et d le plus grand diviseur commun des

nombres T et y

| [m]:%: [m]
0.25 pt 2- a) Quelles sont les valeurs possibles de d ? 'H-)ﬂ
[=]
| [=] 5 =]
0.25 pt 2-b) Déterminer les couples (x,y) pour lesquels d = 1
[
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Partie IT :
1-Soient n e N, be N* — {1} etp e N

On considere ’écriture de n dans le systéme de numération de base b :

p )
n= Y, a;b avec Vi € {0, ...... ,p} (a; €N, 0<a;<b) et a,#0
i=0

P
On pose : Sp(n) = > a;

(la somme des chiffres représentant n dans le systéme de numération de base b)

EEE
=

0.5 pt Montrer que : Sp(n) =n [b— 1]

2- Soit n € N tel que le couple (S5(n), Sg(n))est une solution de 1’équation (E) avec Ss(n)et

S¢(n)premiers entre eux

4] [B:2[=]
[5] Ok

Il
w o

0.25 pt 2-a) Montrer que {

S 3

[=] f, [w]

0.25 pt 2-b) En déduire que n = 8 [20] :

[=]

O[=10
0.5 pt 3- a) Calculer S5(28) et S¢(28) :EE'E'

3-b) Le couple (S5(28), Sg(28)) est-il une solution de 1’équation [w] ; =]

(E) ? Justifier votre réponse E%

0.25 pt
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Partie I :
On considére une urne contenant 25 boules numérotées de 1 a 25 et indiscernables au toucher. On

tire successivement et avec remise deux boules de cette urne et on note le couple (z,y) obtenu ou
xest le numéro de la premicre boule tirée et y est le numéro de la deuxiéme boule tirée.

Soit V' I’événement : « le couple (z,y)obtenu est une solution de 1’équation (E) »

Of-A0
E 4.T

0.25 pt 1- Montrer que la probabilité de I’événement V est: p = 64.10 *

2- On répete cette expérience 10fois successives en remettant les boules tirées dans l'urne aprés

chaque tirage.

Calculer la probabilité¢ de la réalisation de 1’événement V' [m]:5E]
0.25 pt exactement deux fois. -
(Le développement des calculs n’est pas demandé) [=]

EXERCICES : (3.5 points)

On rappelle que (M3 (R),+, X ) est un anneau unitaire non commutatif de zéro la matrice

0 0 O 1 0 0
O=| 0 0 O | etdunit¢lamatrice = [0 1 0
0 0 O 0 0 1
Soit @ € R% — {1}
a® a*—1 0
Pour tout réel ¢, onpose M (z) =] 0 1 0
0 0 a”®
On considére I’ensemble : E = {M (z) /x € R}
[m]3: =]
0.5 pt 1- Montrer que E est stable dans (M3 (R), x )

[=]

2- Soit ¢ D’application définie de R vers M3(R) par: (Vz € R) ; ¢(z) = M(x)

[=]
- 3
401

0.5 pt 2- a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R, +) vers (E, X )

O
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0.25 pt 2-b) En déduire que (E, x )est un groupe commutatif. -JEIEI%E
[=]5"
3- On prend dans cette question a = 5 et on pose :
1 24
55 25 25 24 0
0 1 0 0 1 0

25

| [=] 35 m]
0.5 pt 3-a) Vérifierque Ac Eet BeEE %‘5
DR

O[40

0.75 pt 3- b) Résoudre dans E 1’équation : A% x X6 = B2026

4- On munit E de la loi de composition interne T'définie par :

V(z,y) € R?; M(z)T M(y) =M <%my)

[=] 3 sl
0.5 pt 4- a) Montrer que (E — {I},T) est un groupe commutatif. [T
[mEEY

oo
=

0.5 pt 4-b) Montrer que (E, x ,T') est un corps commutatif.

FIN



