GEOMETRIE DANS L’ESPACE
Produit vectoriel dans I’espace
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1 bac SM I ORIENTATION DE I’ESPACE S. EL JAAFARI

I — Orientation de I’espace

1. Triédre

[ péfinition

Un triédre est une figure géométrique formée par trois demi-droites non coplanaires [Ox); [Oy); [Oz).
de méme origine O. On le note  (Oz, Oy, 0z) . Les demi-droites [Oz); [Oy); [Oz). s’appellent les
arétes du tricdre  (Oz,0y,0z) etlesplans xO0y;yOz et zOx sont appelés les faces du triedre.

2. Repére orienté de ’espace

(O péfinition 1

Soient O, I, J et K quatre points non coplanaires de 1’espace.

* Le bonhomme d’ampére li¢ au triedre  ([O1), [0J), [OK)) est un personnage imaginaire debout
sur la demi-droite [OK) en ayant les pieds a I’origine O et regarde vers le point 1.

* Sile bonhomme d’ampére a le point J a sa droite, on dit que le triedre  ([OI), [0J), [OK)) est
indirect .

* Sile bonhomme d’ampére a le point J a sa gauche, on dit que le triedre  ([O1), [0J),[OK)) est
direct.

Main droite <> Main gauche
>

Ligne de viséei’
Point M
(Regard vers M) y

(O péfinition 2

- - - - — —
L’espace & estrapporté a un repére (O,i,j,k). On pose 07 = i;(Tj =75;0K = k.

« On dit que le repére (0,7, 7,k) est direct si le triedre  ([OI),[0J), [OK)) est direct. Dans ce

cas on dit aussi que la base (7,, B /2) est directe.

- On dit quele repére (0,7, ], k) estindirectsi le tricdre ([O),[0J), [OK)) est indirect. Dans
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1 bac SM I PRODUIT VECTORIEL DE DEUX VECTEURS S. EL JAAFARI

ce cas on dit aussi que labase (7, 7,k) est indirecte.

* On dit que I’espace £ est orienté positivement lorsqu’il est muni d’un repére direct.

Proposition

Sile repére (O, 7,

-

7, E) est orthonormal direct, alors :
* Les repéres (O,f, E,Z) et (O, k, Z,D sont directs.
* Les reperes (O,Z, E,;’), (O,f, i, E) et (O, E, ;,;) sont indirects.

- - - - —,

* Les reperes (O,—i,j,k), (O,Z,—j,k) et (O,f,f,—k:) sont indirects.

Remarque

Soit O un point quelconque de I’espace &, alors: (O,7,7,k) estun repére direct < labase (7,7,k)
est directe.

IT — Produit vectoriel de deux vecteurs

1. Définition

[ péfinition

: - o= : A, N = __ =T -
Soient @ et ¥ deux vecteurs de I’espace orienté tels que: © = OA et v = O?

 Si 4 et U nesontpas colinéaires, alors le produit vectoriel des vecteurs # et ¢, dans cet
ordre, noté u AU, estle vecteur W = OZ% défini par :

» Ladroite (OC) est perpendiculaire au plan (OAB).
« Letriedre ([OA), [OB),[OC)) est direct.

— oD
- |OC| = |OA|| x |OB|| x |sin( AOB )|.

*Si 4 et ¥ sontcolinéaires, alors: « AU = 0.

Remarque

Le produit vectoriel des deux vecteurs # et ¢ estindépendant du choix du point O.

S
I
oL
aQ
—
Sy
>
oL
Il
oL

e Pour tout vecteur #wde V3 ona: uUA
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III PROPRIETES DU PRODUIT VECTORIEL S. EL JAAFARI

1 bac SM

—_—
* Gl

*Si W=@AT, alors: @WLd et WLT et ||GAT| = || x [T x |sin (T
i, U, W) est directe.

AT, alors: labase (@0,

* Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si 1@ A fﬁ =0.

2. Interprétation géométrique du produit vectoriel

UhU

Interprétation géométrique :

* 1 et ¥ définissent un parallélogramme dans un plan.

* Le produit vectoriel & A ¥ est un vecteur :
* perpendiculaire au plan formé par u et ¥’ (c’est pourquoi je 1’ai tracé selon 1’axe z dans la figure),

* de norme égale a I’aire de ce parallélogramme :
l@ Al = [[al] ||7]] sin6

* dont le sens est donné par la régle de la main droite (ou régle du tire-bouchon) : si on tourne de @
vers 7, le pouce (ou le sens de progression du tire-bouchon) indique la direction de @ A 7.

III — Propriétés du produit vectoriel

1. Antisymétrie du produit vectoriel

Proposition
Pour tous vecteurs « et ¢ de ’espace orienté et tout nombre réel «, ona: TAU=—-uUAT.

On dit que le produit vectoriel est antisymétrique.

https ://www.dimamath.com
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2. Bilinéarité du produit vectoriel

Proposition

Soient 1, ¥ et W trois vecteurs de I’espace orienté et « un nombre réel . Alors :

3. Expression analytique du produit vectoriel

Proposition

L’espace V3 est rapporté a une base orthonormée directe (f, f, l;)
Soient u(x,y,z) et v(z',y’,2") deux vecteursde V3. Alors:

i oz 2 , , ,
= = _ |z ,_y Y= r I |- r X E
UNU= |7 Yy yY|= |t / /

2 , z z z z y oy

k z =z

IV — Applications du produit vectoriel

1. Aire d’un triangle et d’un parallélogramme

Proposition

Soient A, B et C trois points non alignés de 1’espace orienté¢ &.
L’aire du triangle ABC est: Sapc = ||AB A AC||

2. Equation d’un plan défini par trois points de I’espace

Proposition

Soient A, B et C trois points non alignés de ’espace orient¢ £. Ona:

M e (ABC) & AM.(ABAAC) =0

Le vecteur ﬁ A z@ est un vecteur normal au plan (ABC).
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3. Intersection de deux plans de I’espace

Proposition

Soient P et P’ deux plans sécants suivant un droite D dans I’espace orienté &.
Soit 7 in vecteur normal au plan P et n’ un vecteur normal au plan P’. Alors :
77 An’ estun vecteur directeur de la droite D.

4. Distance d’un point a une droite

Proposition

L’espace & estrapporté a un repere orthonormé direct (O; Z, j, E)
Soit D une droite passant par un point A et dirigée par un vecteur non nul .
La distance d’un point M de I’espace a la droite D est donnée par :
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