2eme BIOF SM Chapitre 3 : Les suites numeériques S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.com

I — Généralités
1. Mode de génération d'une suite

L.1. suites définies par une expression explicite
Soit (u, )ne , une suite numérique ot/ = [[ p;+o  (peN). Lasuite (u, )ne ,est dite « définie par une

expression explicite » s'il existe une fonction f définie sur l'intervalle [ p, +o[ telle que :
(Vnel);u, = f(n)
Exemples

) e . - 1
Les suites (u, )définies par : U, =n®-n+1, u, :2n_1' u, =3", u, =cos
n+1 Yn?+1
1.2  Suites récurrentes

Soit (u, ) _, une suite numérique ot | = {ne N/ p} (p € N).Lasuite (u,) _ estune suite
récurrente si elle définie par la donnée de I'un de ses termes et une relation de récurrence donnant
chacun de ses termes en fonction des termes qui le précédent

Exemples :

Vg =0

Ul = 2 0

_3 5. N* '(Vn). \V —
Upyg =0Up =9, Ne n+1

Les suites définies par; (Up) , { v £10 g e

yre N
Vv +2 =

(W,): Wy =0 etwy=-1
VT Wiy = 2Wig +3W,;neN

2. Suites majorées — Suites minorées — Suites bornées

Définitions :

Soit | ={neN/n>ny}ol ny € N et une suite numérique (U ) 4

» Dire que la suite (U, ) _ est majorée signifie que : (3M e R)(Vn€l);u, <M . Le nombre réel

M est appelé « un majorant de la suite (un )nel »

» Dire que la suite (U, ) _ est minorée signifie que: (ImeR)(¥nel);u, >m . Le nombre réel

m est appelé « un minorant de la suite (un )nel »

> Dire que la suite (U, ) _ estbornée signifie que : [El(m; M)e Rz}(‘v’n el);m<u, <M

Remarques:

1/ Soit (U, ) _, une suite telle que: (Vne I );u, = f (n) . Pour montrer que (U, ) _, est majorée par M

I
sur (respectivement minorée par m sur I) il suffit de montrer que la fonction f est majorée par M sur
un intervalle contenant I (respectivement minorée par m)

2/ Soit (Up)__, telle que : (Vne I);up,y = f (U, ). Pour montrer que (u,)__, est majorée par M sur I

(respectivement minorée par m sur I), en général on raisonne par récurrence

Exemples:
1/ Soit (u, )1a suite définie par :(Vn e N), u, = 21 +13 . Montrer que :(VneN),;2<u, <3
n+
Soit f la fonction associée a la suite (un ) définie sur R* par: f(x)= 2x +13 .La fonction f est
X+
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dérivable sur R etetona: f'(X)=——— et (Vx eR* ) f'(x)<0.Donc f eststrictement

(x+1)
Décroissante sur R* D'ou (Vx S R+); xli’ﬁof(x) < f(x)< f(0)et par suite 2 < f(x)<3.Par
conséquent (VneN);2<u, <3.
vo=1

2/ Soit (v, ) la suite définie par: . Montrer que: (VneN);-2<v, <1.

Vpi = %vn -LneN

On raisonne par récurrence. Soit P, :"-2<v, <1;neN"
* Pour n=0;v,=1donc -2<v,<1.d'ou F, est vraie
*  Soit n un entier naturel fixé, supposons que P, est vraie =2 <v, <1 soit et montrons que P, est

vraie soit -2<v,,, <I.

<~—<1.DoncP,,, est vraie

Ona —2<vn£1:>—1<ansl:>—2<lvn—1£—l:>—2<vn+l
2 2 2 2

N | —

* Donc.(VneN);-2<v,<I.

Théoréme:
‘ Une suite (u, ) _sest bornée <> (IM >0)(Vnel);u,|<M

3. Monotonieid'une suite numeérique

Deéfinition :
= Dire qu'une suite (U, ) _, estcroissante si, et seulement si, (V(n; m)e 2); n<m=u, <ug,
= Dire qu'une suite (U, ) _, est décroissante si, et seulement s, (V(n; m)el 2); n<m=u,>Ug,
= Dire qu'une suite (un )nel est strictement croissante si, et seulement si,
(v(n;m)e IZ);n<m:>un <Upy,
= Dire qu'une suite (un )nEI est strictement décroissante si, et seulement si,

(v(n;m)elz);n<m:>un>um

= Dire qu'une suite (U, )__, est constante si, et seulement si, (V(n; m)el 2);un =Upn

Théoréeme:

Soit (U ). _, une suite numérique ott | ={neN/n> p} etp un entier naturel connu,

[
>
> (Up),, est strictement croissante < (Vn el );unJrl —-u, >0
>

»

(
(Un)
» (Up),_, estdécroissante <> (Vnel )i, —U, <0
(Un)
(un)

Remarque -

1/8i (uy)._, est définie par : (Vne | );u, = f (n) alors la monotonie de la suite (U _, est la méme

que celle de la fonction f sur I'ntervalle [ p; +|
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2/8i(uy),_, est une suite récurrente telle que (Vn € | );u,,, = f (u,) alors les monotonies de la suite

(un),_, et de Ia fonction sont, en général, indépendantes

Exemples -
1/ Soit la suite (uj, )nzl définiepar : (Vn eN* ) ;U, == . La fonction associée a cette suite est f définie
n
sur 0, +oo[ par f(x)= 1 qui est strictement décroissante sur ]0;+[, alors la suite (up), . est
. >
strictement décroissante.
VO = 1
2/ Soit (v, ) la suite définie par: 1 :
() Vi =5Vp—LneN

a/ Montrer que : (VneN);-2<v, <1
b/ Etudier les variations de la suite (Vn)

Réponse : En effet pour la question a/ on I'a déja résolu précédemment.

. | 1 1
b/ Soit neN,ona:v, , —¥ =V ——1-", :_E(V" +2) .Comme on v;#2 >0 et —§<O alors

n

Ve1—V, <0 . Alors la suite (v, ) est strictement décroissante

n

II- Suites particuli€res
1. Suites arithmeétiques

Définition :
Une suite (un )n>n est arithmétique si, et seulement si, il existe un réel r tel que U,,; —U, = pour
0

tout entier naturel n» > p . Autrement dit :
(uy).., estarithmétique < (EII‘ € R*)(Vn eN,n=ny);Uy, —Up =T
=0

La constante r est appelée « la raison de la suite arithmétique (Un )n>n »
="

Théoréeme:
Soit (u,)

5, une suite arithmétique de raison r et p un entier naturel tel que p > n,. Alors:
="
Y (Vn eNn> no);un =u, +(n—p)><r

* i uy :(n—p+1)><up+u"
k=p 2

Corollaire 1
Soit (un ) une suite arithmétique de raison r et de premier termeu,, . Alors:

+ (VneN);u, =uy+nr

+ (VneN); Zn: U =(n +1)M
k=0 2

Corollaire 2
n(n+1)

(VneN*);l+2+3+...+n: ,

‘ Propriété :( caractérisation d'une suite arithmétique)
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Soit (u,) . une suite numérique.

=10
un + un+2
2

(uy )n>n0 est une suite arithmétique < (VneN,n>ny);u,,; =

Conséquence
Soit a, b et ¢ trois nombres réels.

. L. , . . L. a+c
a, b et ¢ sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d'une suite arithmétique < b =

Théoréeme

Soit (U, ) _  une suite arithmétique de raison r. Alors :
N/n>n,

= (uy),,, eststrictement croissante < r >0
=10

= (up),., eststrictement décroissante <'r <0
=10

0 est constante:<r =0
0

Exercice
UO = 5
On consideére la suite (u,, ) définie par : 4u, -1 et la suite(v, ) définie par :
n+l — ;neN
u,+2
1
(YneN);v, = .
Uy —1

1/ Montrer que la suite (vn ) est arithmétique dont on déterminera la raison
2/ Exprimer v, en fonction de n
3/ Exprimer u, en fonction dev, , puis en fonction de n

n
4/ Calculer, en fonction de n, la somme S, = )V,
k=2

2. Suites géométriques
Définition
Une suite (V,)

o est géomeétrique si, et seulement si, il existe un réel non nul q tel que
=0

Vp,1 = 0 XV, pour tout entier naturel » > n,. Autrement dit :
(Vn ), €st géométrique < (Elq € R*)(Vn eN,n>ny)iVy, =qxV,.
=0

Le nombre réel q est appelé « la raison de la suite géométrique (Vn )n>n »
=10

Théoréeme
Soit (V)

(o, Une suite géomeétrique de raison q et soit p un entier naturel tel que p > n,. Alors:
="

+ (YneN,n>ny);v, :Vpan_p
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n _n-p+l

kazvpxllq—;siq;tl
+ (YneN,n>ny); kip |

> v =(n+1)v, ;sig=1

k=p

Corollaire
Soit (Vn ) une suite géométrique de raison ¢ # 1et de premier terme v, . Alors :
+ (YneN);v, =vyxq"

n+1

1-9
—9

+ (VneN);Zn:vk =V, X
k=0

Corollaire
n+1

(Ve R\{1})(VneN);14q+q"+...+q" = 1Iq

—(
Propriété : ( caractéristique d'une suite geométrique )
Soit (Vn )nzn une suite numérique.

(Vi )nZnO est géométrique < (Vne N,n>ny); (Vn+1)2 =V, XV, 5

Conséquence
Soit a, b et ¢ trois nombres réels.

a, b et ¢ sont,dans cet ordre, trois termes d’une progression géométrique < b>="uaxc

Théoreme
Soit (vn )n>n une suite géomeétrique de raison q # 0 et de premier terme Vy, - Alors:
="
q q<0 0<g<l qg=1 g>1
Signe de
g - v, >0 v, <0 - v, >0 v, <0
v 0 0 0 0
1y
Monotonie Ni
croissante .. . : L
( d)e Ni décroissante | croissante | constante | croissante | décroissante
v
"/nzny | décroissante
Exemple :
1
"= 2 v —1
Soit (v, )nz] et (w, )nz] les suite définie par : 3y +2 ) et (‘v’n eN ) w, = V” e
Vil = ;neN "
v, +4

1/ Montrer que la suite (Wn )n>1 est géométrique dont on déterminera le premier terme et la raison.
2/ Exprimer w, en fonction de n, pour tout ne N*

3/ Exprimer v, en fonction de w, , puis exprimer v, en fonction de n.

n
4/ Calculer en fonction de n, la somme S, = > w, .
k=2
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3. Suites arithmeético-géomeétriques

Définition

Dire qu'une suite (u,) _ est une suite arithmético-géométrique s'il existe (a;b) e R*tel que
=70

u, estconnu et ses termes vérifient la relation de récurrence (Yn=ngy)u

Remarques :
1/ Si a =1, alors la suite (un )n> est une suite arithmétique de raison » = b

2,

ael =au, +b

2/ Si b=0,alors la suite (,) _ estune suite géométrique de raison ¢ =a
0

3/Si a=0,alorslasuite (u,) _estune suite constante
0

nzn

Proposition

Soit a € R"\{1} et b € R” et soit une suite (U, ) _ définie paru, et (¥A>ny);u,,, =au, +b.
Zlly 0

Alors la suite (v, ) © . définie par:(¥Vn>n );v, =u, + 7 st une suite géométrique de raison a
=0

Exemple:
Ug =13
On définit les suites (u, ) et (v, ) par: 1 4 et (VneN);v, =up—1

un+1=§un+g;neN

1/ Montrer que la suite (vn ) est géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme
2/ exprimer u, en fonction de n, pour toutne N.

n n
3/ Calculer, en fonction de n, les sommes S, = > v, et T, = > u,
k=0 k=0
4. Suites définies par la relation u,., =au,,, +bu, (hors programme)
Théoréme

Soit (un)nZnO une suite deéfinie par la donnée de u, et u, ,; et la relation u,,, =au,, +bu, ou

(a; b) eR*?. L'équation q2 —aq —b = Oest appelée « 'équation caractéristique de cette suite », on
note Ason discriminant. Alors :

1/ Si A>0et g, et g, les solutions de I'équation caracristique,on a:

(Yn>ng);u, =a0," +Ba," ou o et B sont déterminés par les conditions initiales.

2/ Si A=0et la solution double de I'équation caractéristique,on a:

(Yn>ng);u, =(a+Pn)g," ou o et B sont déterminés par les conditions initiales.

3/Si SiA<0Q0, g= re'’ et q= re? les solutions complexes de I'équation caractéstique ou
r>0etdeR, ona: (Vnzny);u, =r"(acos(nd)+psin(nd)) ou

a et B sont déterminés par les conditions initiales

Exemple :
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Déterminer le terme général de la suite (un) définie par :

Upp =—7U,  +U,NE N

I[II- Limite d'une suite numérique

1. Convergence d'une suite
Définitions

Soit (u, ) une suite numérique et L e R .
» limu, =L < (Ve>0)(3N eN)(Vn>N);u,—L|<e
N—>+o00
» lim u, =+ < (VA>0)(3N e N)(Vn>N);u, > A
N—+00
» lim u, =—0 <(VA>0)(IN eN)(¥Vn> N);u, <-A
N—+00
Théoreme
Soit pe N*. Alors lim nP =4o0; lim i:O lim {/n = +o0 et lim —=O
N—>+90 n—>+% N N—>-+a0 N=>+o0 \/_
Théoreme
Soit (u, )nZn une suite numérique.

t  lim |u |—0<:> lim u, =0
N—>+00 N—>-+o0

¢ lim (u,-L)=0& limu,=L

N—+o0 N—>+oc0
¢ limu,=L= lim |u | = |L| .Mais la réciproque n'est pas vraies en général:
N—>+o0 N—>+o0
Définition
Soit (un )mzm0 une suite numérique.

» Dire que la suite (un )n>n est convergente signifie qu'il existe L e Rtelque: lim u, =L
=0 N—+00

= Dire que la suite (Un) est divergente signifie qu'elle n’est pas convergente.

n>n,
Autrement ditsi lim u,, = fcooubien sa limite n'existe pas
N—>+00
Exemples :
: o x 3 .
1/ Lasuite (u,) _, définie par : (Vn eN ) u, =1+=, est convergente car /im u, =1
- n n—+oo

2
2/ La suite (v, ) défine par :(VneN),v, = " int2 , est divegente car lim v, =+

2n— n—>+o0

3/ La suite (w, ) définie par : (VneN);w, =2cos(n+3), est divergente car sa limite n'éxiste pas

2. Convergence et opérations sur les suites
2.1 Limite d'une somme de deux suites

Théoreme

Soit (un) et (Vn) deux suites numériques. Alors :

lim u, I L

N—+00
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r!!jgovn L' +00 —00 +00 —00 —00
lim (u, +v , Forme
n—>+oo( n n) L+L +0 — +0 _OO indéterminée
2.2. Limite du produit de deux suites
Théoréme
Soit (Uuy, )nZnO et (v, )nzn1 deux suites numériques. Alors :
lim U, L L>0o0u +wx L<0ou—ow 0
N—+00
r!I_TOVn L' 400 —o0 400 —00 +o00
||m (UnXVn) LxL' 100 s o 4o . Forme. )
N—>+00 indéterminée
2.3 . Limite de l'inverse diahe Suite
Théoréeme
Soit (u, )nzno une suite numeérique. Alors :
limu _
nstop N L#0 0" 0 +00
) 1 1
lim | — - +00 —o0 0
n—+oo U, L
2.4. Limite du quotient de deux suites
Théoréme
Soit (un) et (Vn) deux suites numériques. Alors :
limu _
nsiop D L L>0ou +o L<0ou—o 0 +00
limv ' _ _
N " L'#0 0" 0 0" 0 0 o0
lim | Y L Forme Forme
n—>+o0| V, L' +0 — — oo indéterminée | indéterminée
Remarque :

3. Techniques de convergence d'une suite
3.1. Limites et ordre

Lorsqu’on a I'une des formes indéterminées, pour calculer cette limite, il faut lever I'indétermination
en utilisant I'une des méthodes adéquates.

Théoréme

convergente
0

Soit (un)nZno et (vn)nZnO deux suites numériques

* (Un )nzn

alors limu, >0
*(IN eN)(Vn=N);u, >0

N—+00
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* (un)nZnO convergente
o % (vn)nan convergente alors nI_|>r1100un < nI_|)r1100vn
(IN eN)(¥n>N);u, <V,

3.2. Critéres de convergence
Théoreme de comparaison

Soit (un)nZnO ,(vn)nan et (Wn)nZnZ trois suites numériques et L e R
* (AN eN)(Vn>N);u, >v, _
> : alors lim u, =+o0
* lim v, =40 N>+
N—+00
(3N eN)(Vn>N);u, <V, _
> : alors lim u, =—o0
o lim v, =-o0 Ne>-+o0
N—+00
(3N eN)(Vh>N);|u, —L| < w, _
> . alors limu, =L
e limw, =0 N—>-+o0
nN—+o0
## (AN eN)(Vn> N);w, <u, <v, _
> . . alors lim u, =L (théoréme des gendarmes )
#% limw, = lim v, =L 3400
N—>+00 N—>+00
Exemples :

Calculer les limites des suites suivantes :
1/ (u,): (VneN)u, = —n? +sin(n+1).

1+2cos(n2 +n+1)

2/ (vn )n>1 :(‘v’n € N*);vn =

3/ (w,) -, (VneN*);Wn =n+(-1)"
) nq , N oo 1
4/ (an)n>1 (‘v’neN )’a" =kzz1_k > (bn)”zl . (VneN )’bn _1CZ=:1n+\/%

3.3. Convergence des suites monotones

Théoréme
v' Siune suite est croissante et majorée, alors elle est convergente
v' Siune suite est décroissante et minoreée, alors elle est convergente

Remarque et conséguences

1/ Le théoréme précédent affirme 1'éxistance de la limite, mais ne donne pas la valeur de la limite

2/ Si une suite (un )n>n est croissante et majorée par le nombre M, alors lim u, <M
=0 N—+o0

3/ Siune suite (un )n>n est décroissante et minorée par m, alors lim u, >m
=0 N—-+00

4/ Si une suite est croissante, alors elle est :
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» soit majorée et convergente

» soit non majorée et divergente vers +oo
5/ Si une suite est décroissante, alors elle est :
*  solt minorée et convergente
*  s0lt non minorée et divergente vers —oo

Corollaire
= Toute suite décroissante et positive est convergente et lim u, >0
nN—+00
= Toute suite croissante et négative est convergente et lim u, <0
n—+o00

3.4. Limite d'une suite géomeétrique

Théoreme
Soit (Un )n>n une suite géométrique:de raison q et de premier terme U, # 0. Alors:
=0
Valeurs de q g<-1 -l1<g<]l g=1 g>1
lim q" 'éxi
- q N'éxiste pas 0 1 400
Signe de u,, " - - u, >0 u, <0
nl_’)Tw Uy N'éxiste pas 0 Uy, 400 —0

3.5. Limite d*ame suite de la formev, = f (u,)

Théoreme

n>n,
(Vn ), définie par:(¥n>ng);v, = f (u,).
=0
*(AN eN)(vn>N);u, €l
Si{x limu,=L alors lim v, = f (L)
n—+o0 N—+o00
* f est continue en L

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soit une suite (Un ) . On considere la suite

3.6. Limite d'une suite de la forme u,,; = f (u,)

Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (un )n>n une suite numeérique telle que
=10

Uy = (un)

« T est continue sur |

o f (I ) cl

Si
* U, el

alors sa limite est solution de I'équation f (x)=x

* (Un),,, €st convergente

IV- Les suites adjacentes

| Définition
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Dire que deux suites numériques suites (u,) _ et (v,)  sont adjacentes signifie que :
=0 =0
* (Un ) oy, €St Croissante et (v, ) . est décroissante
« lim (v, —u,)=0
N—+o0
Théoréme
« (uy)... et(vy)  sont adjacentes * elles sont convergentes
Si o 0 o ,alors <* lim u, = lim v, =L
« (up) . est croissante et (v,) _ est décroissante N—>-+00 N—>-00
n>n, n>n,
*(Vn=ng);u, <V,
Exemple:
. . ¥ 1
. , i %\, _1_= _ =
Soit (Up) ., €t (Vo). ., lesisuites définies par : (Vn eN ),un =1 - etv, =1+ - Montrer que les

suites (U, ) , et (V,) ., sont adjacentes.
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