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1 Bac SCEX Vecteurs dans I’espace

S. El jaafari

I — Coordonnées d’un point et coordonnées d’un vecteur

1. Bases et repére de I’espace

(O péfinition

Soient Z,j etk trois vecteurs non coplanaires de I’espace V3 et O un point de I’espace &.
« Letriplet (7,7,k) estappelé une base de espace Vs.

« Le quadruplet (O;7,7,k) est appelé un repére de I’espace £.

Remarque

- (0 0—1217 O?, O?) est un repére de de 1’espace &.

* Quatre points non coplanaires de 1’espace O, A, B et C déterminent un repere de I’espace.

2. Coordonnées d’un point dans un repere de I’espace

(O péfinition

——
Soit (O; OA, O?, O?) un repere de I’espace €.
* Pour tout point M de ’espace £ il existe un triplet (x,y,z) de nombres réels tel que :
= R R 5
OM = xi+yj + zk.

* Letriplet (z,y,z) estappelé triplet de coordonnées du point M dans le repére

(0:54,08,30)

x
M(x;y;2) ou M |y
z

* x est ’abscisse du point M, y est I’ordonnée du point M , z est la cote du point M et on note
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3. Coordonnées d’un vecteur dans une base de I’espace

(O péfinition

L’espace V3 est muni d’une base (5, 7, E)

* Pour tout vecteur de I’espace V3 il existe un triplet (x,%,2) unique de R® tel que

U
G=zityj+zk.

* Le triplet (z, y, z) de R3 est appelé le triplet de coordonnées du vecteur # dans la base

- -

(@7, k).
* x est I’abscisse du vecteur 1,y est ’ordonnée du vecteur « , z est la cote du vecteur «

z
eton note i(x, y, z) ou U |y

z
Proposition

* Soient w(x,y,2) et vU(z',y’,2") dans une base (5,;’, E) de Vs.

—u=7 & {z=2" et y=y et z2=2"}
— Les coordonnées du vecteur @+ ¢ sont (z+ ',y +y', 2+ 7).

— Pour tout réel « , les coordonnées du vecteur o ,sont (az,ay,az).

» Soient A(a:A,yA,zA) et B(:cB,yB,zB) deux points de I’espace £ muni d’un repére
(0;1,7,k).

— s eaamiones i wesiane A8 5 (zB — A, YB — Ya,2B — 24).

— Les coordonnées du point I le milieu du segment [AB] sont; <“'2“’33 , yAJQFyB , ZAJQFZB)

IT — Colinéarité et coplanarité des vecteurs de I’espace

1. Condition de colinéarité de deux vecteurs

[0 péfinition

Soient (a,b,c) et ¥(a’,b,c") deux vecteurs de ’espace V3 muni d’une base (Z, 7, E)
14 a a/ / / a ! / / b b/ / /
Lesnombresréels A = | =ab—a'b et Ag = | =acd—ad'c et Az = | =bd=be
b b c c c c
s’appellent les déterminants extraits des vecteurs « et 7.
Soient (a,b,c) et v(a’,b',c") deux vecteurs de ’espace V3 muni d’une base (;, 7, E)
/
. . . . . , a a
Les vecteurs 4 et o sont colinéaires si, et seulement si Les nombres réels A; = byl 0 et
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a/
/

b b

c c

=0 et Az=

Agz'a
C

2. Condition de coplanarité de trois vecteurs de I’espace

[ péfinition

Soient (a,b,c), U(a/,b, ) et w(a”,b",c") troisvecteursdel’espace Vs munid’unebase (i,j,k).
Le déterminant des vecteurs # , ¢ et « dans cet ordre est le nombre réel, noté det (ﬂ', ‘v, w)

/ 1
a d a
b/ bl/ a/ a/l a/ al/
4 . . — = / /!
deﬁmpar.det(u, v,u‘;’) = b bVi=a|, ,-bl, ,l+c It
;o d ¢ d ¢
c c

Soient w(a,b,c) , U(d,b,) et wW(a", b’ ") trois vecteurs de I’espace V3 muni d’une base

(i,5,k).
Les vecteurs @ , ¥ et « sontcoplanaires si, et seulement si : det(ﬁ, ‘v, 15) =0

III — Etude analytique d’une droite de I’espace

1. Représentation paramétrique d’une droite de I’espace

[0 péfinition

L’espace & estrapporté a un repere (O; i, f, 12)
Soit A(xa,ya,24) de& et w@(a,b,c) un vecteur non nul.
Un point M (z,y,z) appartient a la droite (D) passant par A et dirigée par le vecteur 4 si, et

T =xa+ at
seulement si: ¢ y = y4 + bt (t eR)
Z2=2za+ct

Ce systéme est appelé une représentation paramétrique de la droite (D) .

Remarque

* Chaque droite de I’espace posséde une infinité de représentations paramétriques.

* Une représentation paramétrique d’une demi-droite est la méme que celle d’une droite sauf pour
les valeurs prises par le paramétre t, on le prendra dans I’un des intervalles

[, +00[,]a, +o0[, ]—00,a] ,]—00, af .

* Pour une représentation paramétrique d’un segment, on prendra t dans I'intervalle |, 5[.
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2. Equations cartésiennes d’une droite dans ’espace

[0 péfinition

L’espace & est rapporté a un repére (O; i, f, E)
Soit (D) la droite passant par un point A(z4,y4,24) et de vecteur directeur (a, b, c).

*Si abc#0 , lesystetme: =4 = Y-UA — 224 est appelé équations cartésiennes de la
droite (D).
T—TA _ Y=ya
*Si ab#0 et ¢c=0 , lesysteme e ()b est appelé équations cartésiennes de la
Z—z4=

droite (D).

b \ x = x ror . r e
*Si a=b=0 et c#0 , lesystetme { A est appelé équations cartésiennes de la
Y=1ya

droite (D).

IV — Etude analytique d’un plan de P’espace

1. Représentation paramétrique d’un plan

[ péfinition

L'espace € est rapporté a un repére (037, k).
Soit (P) laplan passant par un point A(z4,y4,24) etde vecteurs directeurs @(a,b,c) et ¥(a’,,c).

r=x4+at+dk
* M(z,y,2) €(P) & 3(t,k)€R?: qy=ya+bt+Vk
z=zp4+ct+k

x=uxa+at+adk
* Le systeme ¢ y =yq + bt + 'k (t,k) € R? est appelé une représentation paramé-
z2=zp4+ct+k
trique du plan (P).

Remarque

Chaque plan de ’espace posséde une infinité de représentations paramétriques.

2. Equation cartésienne d’un plan

[ péfinition

L'espace & est rapporté a un repére  (O;7, J, k).
Soit (P) la plan passant par un point A(za,ya,z4) et de vecteurs directeurs @(a,3,7) et
v(d, B',7).
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T—T4 o o

—
« M(z,y,2) € P & det(AM,@,9) = 0 & v—us B Bl = 0o
z2—24 v 7
\ g B a o a o
ar +by+cz+d=0 ou a= b= e= cd = —(aza+bya +cz
Y ~y ")/ ~y ’)’, 8 /8, ( A YA A)

» L’équation ax + by + cz+d =0 est appelée une équation cartésienne du plan (P) .

Remarque

» Tout plan de I’espace posseéde une infinité d’équations cartésiennes.
» Soient A, B et C trois points de 1’espace. Alors une équation du plan (ABC’) est donnée par :
M(z,y,z) € (ABC’) & det(m, E, z@) =0
* Sil’espace est rapporté a un repere (O; 07, E) y
— Une équation cartésienne du plan P; (O; Z,j) est z=0.
— Une équation cartésienne du plan P (0;7,k) est z =0

— Une équation cartésienne du plan  P3(0;7,k) est y =0

V — Positions relatives des droites et des plans dans I’espace

1. Positions relatives de deux droites

Proposition

Soient (D) =D(A, %) et (D')=D(B,v) deux droites de I’espace.

* Siles vecteurs @ et ¢ sontcolinéaireset { A€ (D') ou Be (D)} , alorslesdroites (D)
et (D) sont confondues.

* Siles vecteurs @ et ¢ sont colinéaireset A ¢ (D') , alors les droites (D) et (D’) sont
strictement parall¢les.

—

» Siles vecteurs i et ¢ ne sontpas colinéaires et det (zﬁ, i, 17) =0 , alors les droites (D) et
(D’) sont sécantes.

» Silesvecteurs # et ¥ ne sont pas colinéaires et det (1@ A 17) # 0 , alors les droites (D) et
(D’) ne sont pas coplanaires.

2. Position relative d’une droite et d’un plan

Proposition 1

Soient (D) =D(A,%) unedroiteet (P)=P(B,7,w) unplandel’espace &.
* Si det(d@,0,W) =0 et Ae (P) , alors (D) C (P)
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* Si det (ﬁ, v, u‘)’) =0 et A¢ (P) , alors ladroite (D) est strictement paralléle au plan (P).

* Si det(,¥,%) # 0 alors la droite (D) coupe le plan (P) en un seul point.

Proposition 2

L’espace & estrapporté a un repére (O; f, f, E)
On considere une droite (D) passant par un point A (:1: A, YA, 2 A) et dirigée par le vecteur u(«, 3,7),
et un plan (P) d’équation cartésienne ax + by + cz +d =0. Alors:

D) | (P) < aa+bB8+cy=0

3. Position relative de deux plans

Proposition

L’espace & est rapporté a un repere (O; W7, l_s:) Soient (P) et (P*) deux plans de I’espace définis paar
leur équation cartésienne : (P):ax+by+cz+d=0 et (P):dz+Vy+z+d =0.Alors:

o)

a b
a b

a

c
=0et
a

b ¢
Yo =0et

P (F) o (

En particulier, si
a v
abc#0alors: (P) || (P) & —= ==

a

c

Remarque

b c
/

b # 0 ou

=% 0 ou

b#())

a
a b

Les plans (P) et (P’) ne sont pas paralleles < (

a ¢
a
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