Série Corrigee 1

Sage Limites et Continuité —
2 BAC SECO et SGC S. EL JAAFARI
——>0C=—D0<
I- Enoncés des exercices
Calculer les limites suivantes :
3 _ 942 _9 /7 1 8 — 2_1 -1
1) w2 2) lim YE+8=3 3 fm Y2 ltVE
T2 z2 — 2z =1 -1 z—1+ Ve —1
—\/ i 2 _ _
£ it YO 5) lim S0E@"—7) 6 lim 22—V
z—41 — /5 — =1 z—1 x—1 z—+oo T + /T
7y lim Val+r+2-—x 8) lim va?-—2+3—-2x 9) lim Vdax?+z+1+2x
r—r—+00 T—>+00 T——00
2. 1 2_1
10) lim A2 tz+1+3c 1) lim 2 222+ 1) fhig S
T——00 =2 T4 =T — 2 z—0 T
Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes définies par :
2z 43
_ 9.4 _ 9.3 _ = =
) f(z)=3z"—22>4+2-5 2) g(x) T
3z —4
= —2)(x? — 4x — 4) i(zx)=,/——
3) h(z)=+/(z—2)(z x —5) ) i(x) ’/:r(:c—i— 0
, V2—z+1 ?+—2
5) jla) = ot 6) i) = —— 2=
(z—2)(z+1) V6—x—2x
Exercice 3
Etudier la continuité de la fonction f en zy dans chacun des cas suivants :
1) f(z)=3z2—5z41 ; zp=2 2) fl®)=vV3x—-1 ; x9=3
V 3—2
, - fla) =Y s
3) f(x)=sinz+cosz ; To =5 4) 1 z—1 ;o wo=1
)=
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f(ac):\/a:.—{—l—Q ;>0
5) (@) :_51233 2 <0 9 =0 6)

Exercice 4

Etudier la continuité des fonctions suivantes sur les intervalles donnés :

x2 + 22,8 3 <1
= x
- 5ac +1 ’
z 222 — 3z 31
1) fx)=224+2— —— +cosz ; ;e >1
(z) z+3 3\/31‘+1—\/2:L’+2)
=] — 3; +oo 4
g(1) ==
3
I=R
2
—6 1/ _
3) h(l’):% ;x> 2 4 k(x) +52 5 ;X # 2
_ oy
2 11
h(z) = a;—?){— ;o <2 k(2)
I=R I=R
Exercice 5
On consideére la fonction f définie sur R par :
z2 —ax +3
f(@) 2Z2+bx—b—-1 "~ v
flx) =z —2 ;x> 1
) =e
Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction f soit continue en g = 1.
Exercice 6
Soit f la fonction définie sur R par :
az? — (1+a)z+1
F@) = T el #
1
1) =~
1

Déterminer les réels a et b pour que la fonction f soit continue en 1 et que 1151_1 fz) =
T—+00

Limites et Continuité
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Exercice 7

SN
ez

Soit f la fonction définie par :
f(z) =22 — 22

Dont la courbe représentative est donnée ci-dessous :

Y
4 4
3 4
cf
2 4
-2 -1 0 1 2 3 4T
—1+

Déterminer graphiquement les images par la fonction f des intervalles suivants :

m

) I=[-1;1] 2) J=]1;3]
3) K=]-1;3 4) L=]=00;2]
5) M =]0; +o0f
Exercice 8
On considére la fonction g définie par :
(z) = 2241
I T —3
Déterminer les images par la fonction g des intervalles suivants :
1) I=10;3] 2) J=[4; 40|
3) K=]—o00;3 4) L=10;2]

II- Corrigés des exercices

Solution Exercice 1

23 =222 + 1 -2
z? — 2z )
g. On factorise par (z — 2) au numérateur et au dénominateur :

1/ Calcul de lim
r—2
F.I

3 —202 4tz —2=(x—-2)(2®+1) et 2%—2z=2zx(zx—2)
Pourz #2: Z +1
W2 —2224+2-2 5
Donc : lim i = _.
z—2 2 — 21 2
Limites et Continuité 3 https ://www.dimamath.com



2 BAC SECO et SGC Série Corrigée 1 S. El jaafari

2/ Calcul de lim
rz—1 x—1

F.IL %. On utilise la quantité conjuguée du numérateur :

(Vz+8-3)(Vz+8+3) x—1

(z-1)(Vz+8+3)  (z—1)(vVz+8+3)

Vz+8-3 gw\l} \
) >0 \.gi,
Y

. 1
POLII'IE # 1 5 m
. Vr+8-3 1
Donc: lm —— = —.
r—1 rx—1 6
vr?—1 -1
3/ Caleulde lim V& —1tvE—1,
z—1+ vr—1
F.L 8. On sépare la fraction en deux :
Veri4 W UeHD) oy Vel
Ve —1(y/z+1) Va+1

Quandx—>1+,\/x+1—>\/§etf—“;ﬂ—>0.
\/:U2—1+\/§—1_\[

Donc : i 2.
one zinl’1+ \/m
4/ Caleul de lim >~ Y22,
z—4 1 — /b —

F.L %. En utilisant la double quantité conjuguée :

limS—\/5+a:_lim(4—x)(1+\/5—x)_hm<_1+\/5—x>__1

41 —\5—x a4 (z—4)B+VE+a) 24\ 3+5+x) 3
Donvlimg_i vtz 1
.xa41—\/5—x_ 3
ve+3—-2

5/ Calculde Ilm —— :
=120 +7—3

F.IL 8. En utilisant I’expression conjuguée double :

vVe+3-=2 . (=122 +7+3) . V2r+7+3 3
+2

. T
lim ———— = lim
T

o=l +7—3 a2z —1)(Vz+3

m-— =
) =12(vVr+3+2) 4

Donc
z+3 3

lim ——v— 12 = °

z—=1 /20 +7—3 4

I —
6/ Calculde lim - V2.
z—4o00 T + \/E
F.I. 22. En factorisant par x :

1
2x — 2——
lim Ve gy CTVE
z——+00 :U—l—ﬁ x—>+ool+ﬁ
Donc
I —
lim MZQ
x—+00 x—i-\/f

Limites et Continuité 4 https ://www.dimamath.com
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7/

8/

9/

10/

11/

12/

oL N
. <
Calculde lim V22 +z+2—x: § S
F.I. co — oo. Par quantité conjuguée : = Ay %'%\' / |

x+2 a2 1

lim Vz2+z+2—2z= lim = lim Z ==

ztoo soteo gl f g 24 et ) 13 2
xT T

Donc

1
lim \/x2—|-a:+2—x:§

T—+00

Calculde lim V22 —2+3—2x:
T——+00

F.I. co — co. En factorisant par x :

) . / 1 3
lim 22 —x+3—-2zx= lim x( 1—+2—2>:+oo><(—1):—oo
T—+00 T—+00 xX €T

Donc
lim vVaz?2—2z+3-2x=—-00
T—+00
Calcul de lim 422 +xz+ 1+ 2z:
T—>—00
F.I. co — oco. Attention, pour x < 0, Vx* = —z. Par quantité conjuguée :

. . 1 . 1+1 1
lim V422 + 2+ 142z = lim T = lim L ===
z——00 g=—00 . /4 4 % + 1_12 _ 9y & _ + % + JT12 _9 4

Donc 1
lim V42 4+24+1+22=—=
T——00 4

Calculde lim vV4x?2+x+1+3zx:

T——00

En factorisant par x (avec V2?2 = —x):

1 1
lim V4z2+z+ 1+ 3z = lim x(—\/4+—|—2—|—3>:—oo><1:—oo
T—r—00 T—r—00 xT €T

Donc
limy 422+ +1+ 3z = —00

T—r—00

2
-5 6

Calcul de lim % g
=2 T4 —T — 2

F.I. 3. En factorisant par (z — 2) :

L2 L5r 46 . (z—-2)(x—-3) . z-3 1
Iim ————=1lim ——~2 = lim - __
e—2 22 —x—2 a2(x—2)(x+1) a-2z+1 3
Donc
. 2> —5x+6 1
lim ——— = —
=2 T4 —x — 2 3
. Vitz+a2?-1
Calcul de lim 2
z—0 a5
F.I g. Par quantité conjuguée au numérateur :
ARk et Y VN b SN
z—0 T 014z 42241 2
v+ 2-1 1
Donc lim e =—.
x—0 T 2

Limites et Continuité 5 https ://www.dimamath.com
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/
Solution Exercice 2 / §§¥“ &
5

1/ f(z) =32*—223+2—5:

Di=R
20+ 3
2/ =—"—":
9@ = 3 15
La fonction g existe si et seulement si son dénominateur est non nul : 222 — 2 — 15 # 0.
Résolvons I’équation 222 — z — 15 = 0 a ’aide du discriminant :
A= (—1)% —4(2)(=15) = 1+ 120 = 121 = 112

Les racines sont :
1-11 5 ’ 1+11
xr1 = = — = c €To — —
! 4 2 2 4

Dg:R\{—§;3}
3/ h(z) = /(z —2)(22 — 4z — 5) :

La fonction h est définie si et seulement si I’expression sous la racine est positive ou nulle :

(x—2)(xz? —4z —5) >0

3

Trouvons les racines de 22 — 42 —5 = 0: A = 16 —4(1)(=5) = 36 = 62,d’oux; = —letzy = 5.
Dressons un tableau de signes pour le produit des facteurs :

T —00 = 2 ) +o00
=% > + 0 +
22 —d4xr—5 + 6 - 0 - +
Produit - 0 + 0 - 0 +

L’expression est positive ou nulle sur :

Dp=[~1; 2] U[5; +oo]

3r — 4
4] i(x) =/ ——:
(z) z(x +1)
Ici, la fraction sous la racine doit étre positive ou nulle, et le dénominateur non nul :

3r—4

WZO avec = #0Oetx £ —1

La valeur d’annulation du numérateur est x = %. Etablissons le tableau de signes :

T —00 =1l 0 % 400
3z — 4 = = - 0 +
2z + 1) Lo - 0 + 4
Quotient — + - 0 +

Limites et Continuité 6 https ://www.dimamath.com
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e

wai [ P S
Di=]-1;0(U |5; +o0 § N
=] | [3 [ 2 §
o
) v2—x+1
5/ j(z) = ———F——=:
(x —2)(x+1)
On a deux conditions simultanées :
(a) Pourlaracinecarrée:2 —x >0 <— x < 2.
(b) Pour le dénominateur : (z —2)(z+ 1) #0 <= x #2etx # —1.
En combinant ces conditions (z €] — co; 2] privé de 2 et —1), on obtient :
Dj =] —o0; —1[U] - 1; 2]
2
¢+ x—2
6/ l(z) = ———=:
(=) V6 — 1z — 22
La racine étant strictement au dénominateur, le trindme doit étre strictement positif :
6—z—22>0 < —2>—2+6>0
Calculons le discriminant : A = (—1)2 — 4(—1)(6) = 25 = 52
Les racines du trindme sont 1 = % =2etxzy = % = -3.
Comme le coefficient de x2 est négatif (—1), le trindme est strictement positif a I’intérieur des ra-
cines :
Dy =] =3; 2]

Solution Exercice 3

Rappel théorique : f est continue en z si et seulement si lim f(x) = f(x0). Si la fonction est définie
T—TQ

par morceaux, il faut vérifier I’égalité des limites a gauche et a droite : lim f(x) = lim+ f(z) = f(z0).
T—T, T—T

1/ Etude en zg = 2 pour f(z) = 322 — 5z +1:
f est une fonction polynomiale, donc continue sur R, et en particulier en 2. Calcul de 1’image :
f(2)=3(2)2-5(2)+1=12-10+1=3.
Calcul de la limite : :(1:1_>mQ fl@)=3(2)%-52) +1=3.

Puisque lin% f(z) = f(2), f est continue en x( = 2.
T—

2/ Etude en 2o = 3 pour f(2) = 3z — 1:
f est définie sur [1/3; +oo. Calcul de I'image : f(3) = \/3(3) — 1 = v/8 = 2V/2.
Caleul de la limite : lim 3z — 1= V8 = 2v2.
T—

Puisque 1in§ f(z) = f(3), f est continue en xy = 3.
T—r

3/ Etude en 9 = g pour f(x) =sinz +cosx :

f estlasomme de fonctions trigonométriques continues sur R. Calcul de I’image : f (g) = sin (g) +
cos(3)=1+0=1.

Calcul de la limite : lim (sinx 4+ cosz) =1+0 = 1.
=5

Puisque lim f(z) = f <E), f est continue en xg = T

Limites et Continuité 7 https ://www.dimamath.com
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_vr+3-2 +3 \\
1

F) =4
Ona f(1) = i. Calculons la limite quand  — 17 (qui correspond a la F.I. ”%”) en utilisant la
quantité conjuguée :

ve+3-2 . (Ve+3-2)(Vz+3+2) I x—1

lim lim

= = lm
=1t z—1 a—=1+t (- 1)(Vr +3+2) a1+ (x —1)(VEe +3+2)

4/ Etude en z( = 1 pour la fonction définie par morceaux :

1 1
Pourz > 1: lim

a1+ \/3:+ Y2 Vit2 4

: . 1 .
Puisque lim f(z) = f(1) = —. Donc f est continue en z( = 1.
x—1+ 4

. f@)=vz+1-2 ;2>0
5/ Etude en o = 0 pour la fonction définie par morceaux : sin z .
r)=——— ;<

Ona f(0)=v0+1—-2=1-2=—1.
* Limite a droite : 1irn+ f(z)= lim (Vz+1-2)=—1.
z—0

x—07F
C . sinz . .
* Limite a gauche : lim f(z) = lim — = —(1) = —1 (d’apres la limite usuelle).
z—0— z—0~ x
Comme lim f(z) = lim f(z) = f(0) = —1, alors : f est continue en z( = 0.
z—0F z—0~
sin(2? — 1)
- _— . 1
’ f(z) — ;@ >
6/ Etude en o = 1 pour la fonction définie par morceaux :{ f(1) = 2
@ =1
r)=——— ;<1
/(@) 4—-25—x

Ona f(1) = 2. Calculons séparément les limites unilatérales :

« A droite (z — 1*) : ona une F.I. ”%” . Remarquons que 22 — 1 = (z — 1)(z + 1).

. sin(z? = 1) . sin(z? — 1)
lim ——= = 1 1) x —— 4
R R xi{?Jr(x L x?2—1
sin X
En posant X = x2 — 1, quand z — 17, X — 07. Par limite usuelle lim =1
x—0t X

Donc: lim f(x)=(1+1)x1=2.
z—1t

« A gauche (z — 1) : onaune F.I. ”%”. Utilisons I’expression conjuguée du dénominateur :

=1 5 — 1l _(z-1)2+v5-2) (z-1)2++b—2)
4—-0/5—r 202-v5—-x)  20-(-=z) 20z —1)
Pour x < 1, on simplifie par (z — 1) : _:;\_/% s 5 b2
Donc: lim f(z) = gh (| 2+2:2.

rx—1— 2 2

Puisque lim f(z) = lim f(x) = f(1) = 2, alors f est continue en xg = 1.
z—1+t z—1—

Limites et Continuité 8 https ://www.dimamath.com
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. . om
Solution Exercice 4 §§\‘“ & \
N
Méthode : Pour ¢tudier la continuité d’une fonction sur un intervalle I, on montre W~ ) %\@i‘ /)
S /

d’abord qu’elle est continue sur les intervalles ouverts par opérations sur les fonctions
usuelles, puis on étudie spécifiquement la continuité aux points de raccordement (par les hmltes a gauche
et a droite).

1/ Continuité de f sur [ =] — 3; +oo] :
L’expression est composée de trois éléments :

+ x — x? + x est une fonction polynomiale, donc continue sur R.

s T est une fonction rationnelle, définie et continue sur R \ {—3}.

T+
* x — cosx est une fonction trigonométrique continue sur R.

Par somme et différence de fonctions continues sur | — 3; 00|, f est continue sur /.
2/ Continuité de gsur I =R :

* Sur | — 00; 1], g est une fonction rationnelle dont le dénominateur 422 — 5 + 1 s’annule en

1 et 1. Donc g est continue sur | — 0o ; 5[ etsur |1 ; 1[. Attention : g n’est pas continue sur R
entier a cause de la valeur interdite en x = %.

* Sur|1; 4o0[, par quotient et différence de fonctions continues (le dénominateur ne s’annulant

pas), g est continue.
* Etudeenzo=1:0nag(l) = 3.

A gauche (z — 17) : F.I. ”8”. On factorise les trindmes par (x — 1) :
(@-1)(z+8) . =+3 1+3 4

1. = 1 = = —
vol- (@ — 1)z —1) a4z —1 4(1)—1 3

A droite (x — 17) : F.L ”%”. On factorise le numérateur (x — 1)(2z — 1) et on multiplie par
la quantité conjuguée du dénominateur :

(z-1)2c—-1) (VBz+1++v22+2) (¢—1)2z—-1)(V3z+1+ 2z +2)
3(Bz+1)—(2z +2)) N 3(z—1)
2z —1) (V3z + 1+ 22+ 2)

Pour 2 > 1, on simplifie par (z — 1) :

Sa limite vaut : (2N 1)§ﬂ+ \/ZI) = 1 ; . = g

3

. . 4 .
Comme lim g(x) = lim g(xz) = g(1) = -, alors g est continue en 1.
z—1— z—1+ 3

Conclusion : g est continue sur R \ {%}
3/ Continuité de hsur I =R :

* Sur |2; +0o0], h est continue comme fonction rationnelle (dénominateur non nul).
 Sur] — oo ; 2[, h est continue comme fonction affine.

« KEtude au point de raccordement zo = 2 :

5 2(2)+11 15
A gauche (r < 2): lim h(z) = h(2) = L = —5.
T2~ 3 3
A droite (z — 27) : F1. ”3”. On factorise le numérateur : 22 + 2 — 6 = (z — 2)(z + 3).
=% 3
im E=2C@FY _ oy —243=5
r—2+ x—2 r—2+

Limites et Continuité 9 https ://www.dimamath.com
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-
Puisque lim A(z) = lim h(z) = h(2) = 5, h est continue sur R. §V Sy
T—27 z—21 N
2 g‘
4/ Continuité de k sur / = R : OV

* Sur |—o00, 2[ et sur |2, +o00], la fonction k est continue par quotient et somme de fonctions
usuelles continues.

* Etudeenzp =2:0nak(2) = 2.
Calculons la limite de £ en 2 (F.I. ”%”) a I’aide de la quantité conjuguée du numérateur :

(VaT+5-3) (Va¥+5+3) (224 5)— 9

= lim = lim
2 (-2)(Va+5+3) o2 (e-2) (Va2 B543)
— lim & —4 _ fim — =2
2 (2 —2) (V1 5+3) " (2 —2) (VT T 543)
(x +2) 242 4 4 2

= lim - _Z

T2 (m+3>  VA+5+3 3+3 6 .3

2
Puisque lim k(x) = k(2) = —, alors k est continue sur R.
T—2 3

Solution Exercice 5

Méthode : Pour que la fonction f soit continue en xg = 1, il faut et il suffit que :

lim f(x) = lim f(z) = £(1) = c

La fonction f est définie sur R par :

22 ~ar+3
Az) 2 4+bxr—b—1 <1
flz)=z—2 s >1
f)=c

o Détermination de c (Limite a droite) :
Calculons la limite a droite de fen 1 :

lim f(z)= lim (z—2)=1-2=-1
z—1t

r—1t

Par continuité, on doit avoir f(1) = lim f(z), d’ou:
z—1t
c=-1

o Détermination de a (Condition nécessaire pour la limite a gauche) :
Etudions le dénominateur de la premiére expression lorsque z — 17 :
lim (z2 +bx—b—1)=124+b(1) —b—-1=0
r—1—
Le dénominateur tend vers 0. Pour que la limite de la fraction soit finie (égale a —1), il est nécessaire
que le numérateur tende également vers O lorsque © — 17 (pour obtenir une forme indéterminée
”%” susceptible d’étre levée).
lim (2> —az+3)=1-a+3=4—a

rz—1—

Limites et Continuité 10 https ://www.dimamath.com



2 BAC SECO et SGC Série Corrigée 1 S. El jaafari

§$V'W
On impose donc 4 — a = 0, ce qui donne : § \
(=)

,ﬂ\‘fég
a=4 \%,ou\',,‘

v

o Détermination de b (Calcul de la limite a gauche) :
En remplagant a par 4, factorisons le numérateur et le dénominateur par (z — 1) :

— Numérateur : 72 — 4z +3 = (z — 1)(z — 3)
— Dénominateur : 22 +br —b—1= (22— 1)+ bz —1) = (x - 1)(z + 1) + bz — 1) =
(x—1)(z+1+0)

Pour x < 1, I’expression de f(x) devient aprés simplification :

(x —1)(x —3) z—3

f(z) = @—1)(e+1+b) a+1+b

Calculons maintenant sa limite :

1-3 -2
lim f(z) = =
:c—)l_f( ) 1+1+0 245
Pour assurer la continuité, cette limite doit étre égalea c = —1 :
—2
—=-1 <<= —2=-12+b) < 2=-2-b < b=0
2+

Conclusion : La fonction f est continue en xy = 1 si et seulement si :

Solution Exercice 6

Méthode : Pour déterminer les réels a et b, nous allons exploiter les deux conditions de 1’énoncé de maniére
indépendante pour former un systéme d’équations.

a) Exploitation de la limite en +o0 :
Lorsque  — +00, la limite d’une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient de ses termes

de plus haut degré :

aa:2 a

Oy, @)= lm —5=1%

L’énoncé impose que cette limite soit égale a 2’ on obtient donc notre premiére relation :

1 :
% =3 <= b =2a (Equation 1)
b) Exploitation de la continuité en 1 :
1
Pour que f soit continue en 1, il faut que lirn1 flx)=f(1) = 6
T—

Calculons cette limite (qui se présente initialement sous la forme indéterminée ”%”). Factorisons le

numérateur par (z — 1) :

ax’~(1+a)z+1l=az’—z—azx+1l=az(z—1)—(z—1)=(z —1)(az — 1)

Limites et Continuité 11 https ://www.dimamath.com
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B N
Le dénominateur se factorise par I’identité remarquable : b(x? — 1) = b(z — 1)(z + 1 §ﬁ \\‘) \
Pour |z| # 1, I’expression de f(x) se simplifie ainsi : Y §~ /|
o
%, y
(z —1)(az —1) ar — 1

@) = D+ bt

En passant a la limite quand z — 1 :

: _a(l)-1 a-1
Imf@) =305~

1
On impose que cette limite soit égale a f(1) = G

-1 1 ,
C‘Qb = < 6(a—1)=2 < 3@a-1)=b <> b=3a—3 (Equation2)

c) Résolution du systéme :
En égalisant I’Equation 1 et ’Equation 2, on obtient :

20=3a—-3 <= 3a—2a=3 < a=3
En remplagant a = 3 dans I’Equation 1 (b = 2a) :

b=2%x3 < b=26

Conclusion : La fonction f est continue en 1 et posséde la limite attendue en +oo si et seulement si :

a=3 e b=26

Solution Exercice 7

Méthode : Trouver I’image d’un intervalle par une courbe revient a repérer toutes les valeurs de ’axe
des ordonnées (y) atteintes par les points de la courbe dont les abscisses () appartiennent a cet intervalle.
On prend garde aux extremums locaux qui peuvent clore un intervalle méme si les bornes de départ sont
ouvertes.

* Imagede [ = [—1; 1] :
Lorsque x varie de —1 a 1, la fonction f décroit continiment de f(—1) = 3 jusqu’au minimum de
la courbe atteint au sommet f(1) = —1. Toutes les valeurs de I’ordonnée sont balayées entre —1 et
3 (bornes incluses).
(1) = [~1; 3]

* Imagede J =]1; 3[:
Sur I’intervalle |1 ; 3[, la fonction f est strictement croissante. Les ordonnées correspondantes aug-
mentent de f(1) = —1 (exclu car z > 1) jusqu’a f(3) = 3 (exclu car x < 3).

fJ) =] -1; 3

* Imagede K =] —1; 3] :
Cet intervalle contient la valeur x = 1, ou la fonction atteint son minimum absolu. L ordonnée
minimale de I’image est donc —1 (qui est inclus, car 1 € K).
Pour les valeurs maximales, aux bornes on a f(—1) = 3 (exclu) et f(3) = 3 (inclus). Le maximum
atteint est donc 3.
f(K) = [1; 3
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Vo
* Imagede L =] — o00; 2] : ¥ \\7 _
L’intervalle L contient également le sommet de la parabole en x = 1, la valeur minimale a\tte1n§ ‘
sur I’axe des ordonnées est donc —1. OV

Lorsque x tend vers —oo, la courbe remonte de maniére illimitée vers -+oo.
f(L) = [-1; +oo]

» Imagede M =]0; +o0| :
Ici encore, la valeur z = 1 appartient a I’intervalle, fixant la borne minimale de I’image & —1 (inclus).
Lorsque = grandit vers 400, les ordonnées s’élévent vers +oo.

f(M) = [-1; +oof

Solution Exercice 8

Etude préliminaire : La fonction g est une fonction homographique définie sur R \ {3}. Sa dérivée est

2(z —3) — 12z + 1) —7 . . .
) = = .C '(x) <0, la fonct t strictement dé t
g (x) (w3 @3 omme ¢’ () a fonction g est strictement décroissante
sur chacun des intervalles | — co; 3[ et |3; +o00[. Nous utiliserons cette monotonie pour déterminer les

images.

* Imagede [ = [0; 3[:
La fonction g est strictement décroissante sur [0 ; 3.

— A laborne inférieure : g(0) = 2(002;:1 =
— A la borne supérieure : lim (22 + 1) =7et lim (z —3) =0, donc lim g(z) = —oc.
r—3~ r—3~ T3~

Puisque la fonction est décroissante, I’ordre des bornes s’inverse :

* Imagede J = [4; o0 :
La fonction g est strictement décroissante sur [4; +o00].

. s ) 2(4)+1
— A la borne inférieure : g(4) = % =2=09.
; 2
— A la borne supérieure (termes de plus haut degré) : lim g(z) = lim =~ _9
T—+00 r—+00 T

En inversant les bornes a cause de la décroissance, on obtient :
gJ) =]2; 9]

* Imagede K =] — c0; 3[:
La fonction g est strictement décroissante sur | — oo ; 3].
— A laborne inférieure : lim g(z) = 2.
T——00
— A la borne supérieure : lim g(z) = —oo.
T3~
L’ordre inversé donne :
g(K) =] —o0; 2
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* Imagede L = [0; 2] :
La fonction g est strictement décroissante sur I’ intervalle fermé [0 ; 2]. Il suffit de calcul
des deux extrémités de I’intervalle :

- 9(0)=—3
— @) =" =5 =5

NN
esr\mi%@ |
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