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Série 1

Limites et Continuité
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I- Enoncés des exercices

Exercice 1

Calculer les limites suivantes :

. 1—2243x
a) lim
) T—+00 I4z—z?

g 3x+T7
b) xlgl_loo 2x2—4x+1

1445z —22
9 223+2124-3246

(\/W o 31‘)

¢) lim
T——

d) lim

T—r—00

e) lim (\/3952— —2x>
T——+00

f lim (mﬁ)

T—+00
g) lim 422 —2—3
rz—1 z—1

- a2 45—/Az+1
h) lim e,

r—2

1) hm 2\/1+x7\/x2+4
20 2z+1—V4z2+1

a o 3
b tim (/25 o)

2(z—1)V22—z—2x%+52—3

k) xErJlrlOO 22 —2x+2
1) lim 221

2—1 VZz+3-3z+1

m) lim (z+1) (\/:c2+4x+2— \/x2+3x+3>
T——+00

1’1) lim V4+sinx—2
z—0 "4

g lttanzx
0) lim
T cos(2z)

0 1 2 1
p) lim = (»sm(ax) - m)

T—T

: 23 —242
M T
2

. 2—z—x
ig 1+z—2x2

lim ( x2—|—3—$)

r——+00

lim 32—z

z—0 V1+z—1

lim (v1-2z—+4-Tx)

T——+00

lim (Qx +VAax2 +x + 1)
——00

T

g 2z+4
Jim e

lim —2Z=3
z—3 VT+l—vT—x

V1—-3zx—+/5+x
Va2+8-3

s
z+1 + .I')

lim
r——1

lim <
r—r—00

2
lim 3xc+x—4
o1+ 1=2VT+e

lim 2cosz—1

23T 4sin® z—3
3

$£rfooa: X sin (%)

tan x—sin x
)

lim
x—0
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o . e 2 A
lim —% lim 1—sinz+cos®x S
) z—+too V1+z2—/1+z s Sinz—cos? z—1 N
2 ) 8
Y
: 1 2 . cosz—4/cos(2z) b
) 21:1_1;% <lfcosx sian) lim

2—0 sin

s) lim tan(2z)—sinx

lim G i (1—cos(2z)) sinz

2—0 tan3 x
o (1—2?)Vaz2+1+4 . 342
O Hm e Am T e
: (1 . E(x) . E(2z)
W $h—r>r%) s (x) xllglkloo z ;pginoo E(z)
1 E(x) — 1
v) lim 2F ( ) fim ZEW@I=5 lim 2 F (ac = )
z—07T x z—+00 T + COST z—0 T
z+ E (1)
lim . lim 2 — 2z cos 3
W) o0t 7 — (1) :c—)—i—oo\/; z cos(z) +

Exercice 2

On consideére la fonction f définie par :

f(m>:\/1+m+;/1—m—2;x#0

f(0)=0

1/ Déterminer I’ensemble de définition Dy.
2/ Etudier la continuité de la fonction f en o = 0.

3/ Etudier la continuité de f sur D i

Exercice 3

Etudier la continuité de la fonction ¢ en zy dans chacun des cas suivants :
|z —2|+1
/ =—— ¥ e )
a g(l‘) ) +1 ) Zo
z? — 3z
olo) = 2 3
b/ v +1-—2 : xog=3
9(3) =3
( 1
g(az):m2E<) ;<0
x
c/ g(()) =0 ;Lo = 0
x — E(x)
glx)=——= ;>0
\ Vi
Limites et continuité 2

https ://www.dimamath.com



2 BACSM Série Corrigée 1 S. El jaafari

/

g(x) =z —1+cos(mz) ;<2

&/ 22 —3x+2 ;
_ x> 2

\g(x) =——>3

Exercice 4

Déterminer les valeurs du réel a pour que la fonction f soit continue en x, dans les cas suivants :

222 + ax
2 f(ff):ﬁ ; 53752; = 2.
f(2)=4
) {f(x)v\;;”; relaAVRl
f2)=a
{f(ﬂc)QjJrfO5 ; oz € [-2,10[u]10, +oo]
C) ) ; To=a
f(10)25

Exercice S

1/ Montrer que la fonction f définie sur R* par :

hr) ()  sin <i>

admet un prolongement par continuité en 0 que I’on déterminera.

2/ Etablir que la fonction g définie sur [0; 4[ U ]4; 4+-o0] par :

g(z) = \/:ﬁiifS

est prolongeable par continuité en g = 4 et déterminer son prolongement par continuité en xo = 4.

Exercice 6

On considere la fonction h définie par :

_ T E(x)
z+ E(x)

h(z)

1/ Déterminer son ensemble de définition Dy,.

Limites et continuité 3 https ://www.dimamath.com
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2/ a/ Montrer que : lim h(z) = 1.

z—0t

b/ La fonction i admet-elle un prolongement par continuité en 0 ?

3/ Montrer que : lim h(z) = O etcalculer lim h(x).

T——+00 T——00
N .
Exercice 7

On considere la fonction f définie sur R* par :

1
1/ a/ Montrer que : (Vo € RT™); f(z) > —
o
b/ En déduire lim f(x)
z—07F

2/ a/ Montrer que : (Vz € R™); f(z) <
b/ En déduire lim f(x)

z—0~
\g .
Exercice 8

Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f est continue sur 1’intervalle I puis déterminer
f().
D flz)=a+z+1 ; I=[-13

_37—4
42

3) flx) =2zvx+1 ; I=10;3]

4) f(x):1+2sina:+§ ; I:[—%;O]

8|

2) f(=)

 1=]—-22]

flz)=z+2 ;2<1
5) o =132
f(z)=-32% ;2>1

Exercice 9

Dans chacun des cas suivants, montrer que 1’équation (E) admet au moins une solution dans I’intervalle
I:

1) z* +22 @22 - 1=0, ; I=[0;1]
2) 2sinx =z ; I:[z;w}

3) 22 -5/z==1 ; I=][1;4]

Limites et continuité 4 https ://www.dimamath.com
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)
g

Dans chacun des cas suivants, montrer que 1’équation donnée admet une unique solution o dan\gntérvafgii /
donné I : ‘

) zd+22+2=0 ; I=[-2;—1]
)zt +2x=5 ; I=[l;+o0]

3) 1+ 2sinz = -3z ; = [—%;O]

II- Corrigés des exercices

Solution Exercice 1

1—22+ 3z —z? . o ;
al e x£+oo Tro—22 xgr}rloo = 1 (Reégle des monomes de plus haut degré).
. 223 —x+2 . 23 .
e lm —————= lim -— = lim —x=—o0.
z——00 322 +5r -1 z—-00322 2--003
3x+7 . 3x . 3
b/ e xgrfoo 22 —dr+1 xgr}rnoo 222 mgToo 2 2
D= g2 — 4 PP . ,,0”
e lim ———— : On a une forme indéterminée 5. En factorisant par (z — 1) :
z—=11+xz — 2x2
. —(x=1)(z+2) . x+2 142
lim = lim = =
=1 —(x—1)2x+1) 2-12x+1  2(1)+1
14 + 5z — z?
c/ e x1_1)m2 573 +;C2I+ ?; 6 : Forme indéterminée *3”. On factorise par (z + 2) :
m —(z+2)(z—7) o () —(-2-T) B 9 B
o=—2 (x +2)(222 — 22+ 3) @22 27222 +3  2(-2)2-2(-2)+3 8+4+3
9 3
15 3
° liIE ( 2+ 3 — m) : Forme indéterminée 400 — co0”. On utilise I’expression conjuguée :
T—>+00

. (2?2 +3) —2? . 3
lim ~——~ — |im —— =
z+00 /x2 + 34+ - To+o /2 4+ 3+

d/ e lim (\/W—i— 3:13> Forme ”+o00 — 00”. Attention, pour z < 0, Vz? = |z| = —x.

r——00
im 0T+ D=0 7 — lim 7 —0
92 +7 =31  To= g Jg T3, TOT0 (w/9+ +3> '
. 38—z . z(Bz—1)(VI+z+1)
e lim =1

z—0 1—|-gj—1_mlir(l) (1—1—11)—1
z(32 1) (; Ttz+1) = lim(3z 1) (VI+o+1) = (-1)(2) = -2

x—0
. . / 2 .
e/ o lim ( 312 — 2 — 23:) = lim =z ( 3 — — 2). Comme /3 — 2 < 0, la limite vaut
T—>~400 T—+400 ,’L'
—00.

Limites et continuité 5 https ://www.dimamath.com



2 BACSM Série Corrigée 1 S. El jaafari

e Ilim (\/ 1 —2x—\/4—7x) Cette limite n’existe pas dans R car les fonctions so Sg S ra@u
T—>+00
ne sont définies que pour z < i setx < 4 . La limite en +o00 n’a pas de sens mathémati elé} %
: (22 +z +3) — 22 .

f/ o« lim (\/x2+x+3—x) = lim = lim =
T——400 zT=+00 /2 4+ x4+ 3+ T——+00 ( /1_|_ + ‘l‘l)
1

141 2
42% — (422 1
e lim (2x+\/4m2+x+1): lim -~ Yo' +z+1)
T——00 x—)ooQ:L-_,/4$2+x_|_
—zr—1 —x—1
= lim = lim
T — a4+ 14 L T °°2x+x,/4+ +5
=1 —1
o L ) T 242 _1'
H*"Ox(2+\/4+g+x—12> u
42?2 —x -3 —1)(4z +3

g o lim =03 @ DU+ gyan
z—1 rx—1 z—1 r—1 z—1
lim 20 +4 i 2(z +2) lim 2 2

e lm —— = Ilim ————— =1 =——.
en—272 —5r—14 e=-2(x+2)(x—-7) «=—2z2-7T 9
2 _ 2 _

i o T Va2 +5 \/4:c+1:1im (* +5) — 4z + 1)

o2 T —2 =2 (1 — 2) (\/x2+5+\/4a:+1>
= lim (33‘—2)2 r—2
22 (z - 2) (\/$2+5+\/4:U—|—1) 2 VA5 + Viw T 1
- z—3 B im(as—B)(\/:U+1+\/7—x)
a:—>3\/x+1—\/7—x_z—>3 ((L’+1)-(7—$)
o @)V THVT o) VAR VA
T 23 2(x — 3) \ Y 2 BB
24/1 — -

i/ e lim Vita=vel+ : On multiplie le haut et le bas par leurs expressions conjuguées res-

=0 2z + 1 — V4ax?2 + 1
pectives :
Le numérateur devient : 4(1 + z) = (z2 + 4) = 4z — 2% = (4 — z).
Le dénominateur devient : (22 +1)2 — (422 + 1) = 42% + 4o + 1 — 42 — 1 = 4x.
o w(d—x) £ 21+ V422 +1 4 141 2 1
Ainsi : lim X =—-X ====
z—0 4x 21+ z+vVa2+4 4 242 4 2

o lim V1-3z—6+z _ lim (1—3x)—(5+x)x vVzz+8+3
z——1 \/m_?, e | (x2—|—8)—9 \/1*3$+\/5+«T

. —4(z + 1) 3+3 —4 6
= lim X = — X -=3.

-1 (x=1)(@+1) 2+2 -2 4

3 1 1\ ~1/2
i/ o lim < L—x> — lim « 1| = lim x<<1+> 1) =
x—+00 r+1 x—+00 1 x—+00 €
I+
i 1 1 n 1 1 1
im - — ] - = —-.
x%Jroox 28 © x 2

Limites et continuité 6 https ://www.dimamath.com



2 BACSM Série Corrigée 1 S. El jaafari

T——00 x+1

3 Ny
e lim ( * ol > Pour x — —o0, Vx* = —x. Par un développement limité Sillaﬂ‘\e 0@
obtient %

W TP 2(x —1)vVz2 — 1 — 222 + 52 — 3
z—+00 2Vx2 — 2+ 2

dénominateur :

: On factorise les termes dominants au numérateur et au

Le numérateur se comporte comme 222 — 222, on utilise la quantité conjuguée ou un développement
asymptotique pour trouver que la limite finale est %

I/ o lim oo 1 : En posant vz — 1,ona lim Ll )
L] u = ——.
a—=1y/x +3—-3yr+1 . u—=1\/y2 +3 —3u + 1 8
o lim 322+ —4 ~ lim (x —1)(3z+4) — lim (\/5—1)(\/54— 1)(3x + 4) _
a—1t 1 =2z 4+ o1t (Vo —1)2 z—1+ (v —1)2

. (x+1)(x—1)
m/ lim m+1( 2 +4x+2 — x2+31:+3) = lim =
oc—)-i-oo( ) \/ \/ z—+00 \/352 T 4x +2+ \/$2 3z -+ 3

x?—1

lim
z—too 2%

V4 +sinxg — 2 sinx 1 1

n/ e lim —m =1 =1x-=

= +-o00.

z—0 T x—>0 z(v4 + sinx + 2) 4 4
. 2cosx —1 2cosx — 1 2cosx — 1
[ ] llm 27_ 11 5 1 »2
eI 4sinr —3 12— 4(1l—cos?x) =3 22— 1—4cos
2cosx — 1 . —1 1
= hrn = lim ———=——.

e—T (1 —2cosx)(1+2cosx) 2T 14 2cosx 2

. l+tanx . cosx +sinz . 1
o/ e lm — = lim —— = lim -
z—-2 08(2r)  2—-Z cosz(cos?x —sin®z) w——Z cosz(cosT — sinz)
1
= = 1.
2(V2 2
S )
1

t
e lim xsin <> = lim SITQ =1 (enposantt = %).
x

z—+00 t—0 ¢

. 1 2 1 . 1 2 cosx
p/ e lim - = = lim - - =
a—m xr — 7 \sin(2z) tanz z—m xr — 7 \2sinxcosx  sinz

. 1 —cos? : sin?
= lim - = lim -
a—m (r —m)sinzcose  a—w (r — ) sinzcosx
i 1
— lim 2% =(-1) x (1) = 1.

T—=T X — T COST

. tanx —sinz . sinz(1l —cosxz) . sinz 1—cosx 1 1
o lm ———— =lim——— = lim X X =1x=-x1=
z—0 a7 a—0  x3cosx a—=0 \ T L cosx 2
1
5-
/ lim lim i =1
. 1 prm— —_— .
q $—>+OO\/1+_%'2 val —+x m—>+oo 1+7_\/> 7_'_
1 —sinz + cos® z . 1—sinz+ (1 —sin®x) . (1 —sinx)(2 +sinx)
e lim = lim — = lim — g -
edmsing —cos?z —1 3 ging — (1 —sinz) —1 o3 (sinz — 2)(sinz + 1)

—o0 (car le dénominateur s’annule en 07).

Limites et continuité 7 https ://www.dimamath.com
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< 2 2 S
o o lim 1 3 22 T 2(1 —.cgsx) — lim (1 —cos®x)—2 {%cqs@ _
z—0\1—cosz sin“z =0 (1 —cosx)sin”x z—0 (1 —cosz)siptc )
. (1 —cosz)(—1—cosx) . —l—cosz )
lim — = lim ———— = —o0.
=0 (1 —cosx)sin‘x =0 sin“x
. cosx — y/cos(2x) . cos? x — cos(2x) . cos’x — (2cos?x — 1)
e lim — = lim — = lim — =
=0 sin® z =0 sin” z(cos x + /cos(2x)) 2—0 2sin“ x
. 1l—cos’z 1
lim Y~ 2 = 5
z—0  2sin”x 2

tan(2x) — sinx % —sinz 91 1

s/ o lim ——————— = lim ‘ = =_.

z—0 tanx + sin(2z)  2—0 tanz 4 sn@z) ] 42 3
x x

e lim (1 = cos(2z)) sinz = lim M = lim 2cos® z = 2.
2—0 tan? =0  tandx z—0
1-—z?)Va?2 +1+4
t/ o lim 1-a )2 e s (en utilisant la quantité conjuguée ou la régle de L’Hopital).
z—/3 x4 —3 4
322 3z2(1 + y/cos ) 2
lim ———— = 1i =lim3-( ——— | - (1++/ =3-2-2=12.
.ml—%l—\/cosx 230 1—cosz wg%is <1—cosx> (1+ecosz) =3
. . (1 .
u/ e lim xsin <) =0 (par encadrement : |xsin(1/z)| < |z]).
z—0 X
. E(x) -
e Ilim =1 (carz—1< E(x) <z, théoréme des gendarmes).
r—+oo I
E(2 2
e lim 22D _ gy 2 _,
r——+00 E(m) rx—+o00o I
1
v/ e lim zFE <> =1 (enposant X = L — fo0, revient & %),
z—0t x *
E _ 2
o i Z2ED ey T
z—+oo 2 4 cosx  a—+oo 2
1
o limxF (m = > ="
z—0 X
E(L ++ E(X
w/olimwz im XTEX)
x—>0+x—E(5) X—+oo % — E(X)

o lim /22 —2zxcos(z)+ 3 =4oo (carz® — 2z +3 < 22— 2zcosz + 3).

T—r—+00

Solution Exercice 2

On considere la fonction f définie par :

1 1—z—-2
:\/ +z+vV1l—-¢z w0

f(x)
f(0)=0

1/ Détermination de ’ensemble de définition Dy :
Pour la branche z # 0, les expressions sous les racines carrées doivent étre positives ou nulles. On pose

X

Limites et continuité 8 https ://www.dimamath.com
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le systéme de conditions suivant : § \\‘? \
Y~ ] §‘
1+ > 0 xr > —1 g.‘\‘} ,
1-2>0 <+ (z<1 <~ ze[-1;1]\ {0}
x#0 x#0

Comme la fonction est explicitement définie en z = 0 par f(0) = 0, on inclut la valeur 0 dans I’ensemble
final.

Dy = ([-1;1]\ {0}) u{0} = [-1;1]

2/ Etude de la continuité de f en 2o =0 :

La fonction f est continue en O si et seulement si lirr%) f(z) = f(0) =0.
T—

Calculons la limite lorsque x — 0 :

lim f(z) = lim R

z—0 z—0 45

On obtient une forme indéterminée du type ”%”. Pour lever I’indétermination, on regroupe les termes pour
faire apparaitre des expressions conjuguées distinctes :

f(2) = WVi+z-1)+(V1—-2z-1) :\/1+x—1+\/1—x—1

x T Z

Multiplions chaque fraction par sa quantité conjuguée respective :

Vitz—1 (vVi+tz—-1)(vi+z+1l) Q@R 7)1 ¥ x B 1

x B z(v1I+z+1) a(VTF+z+1) z(V1F+z+1) Vi+z+1
vi-z-1 (Vi-z-1)(vli-z+1) = NQaldyl —z B -1

x B z(V1—z+1) T a(V1I-z+4+1) z(VI—-z+1) VIi—-z+1

On réassemble I’expression de f(x) :
| 1
AV +1 V1-z+1

On peut maintenant passer a la limite sans indétermination :

f(z)

1 1
lim = =
L fle, J+0+1 Vi-0+1

Puisque 1irr(1) f(z) = f(0) = 0, la fonction f est bien continue en z¢ = 0.
T—

11
= 5=

3/ Etude de la continuité de f sur D f

a/ Sur les intervalles [—1;0[ et ]0; 1] :
Pour tout z € [—1;1] \ {0}, la fonction est définie par :

Vit +V1-—x—-2
xXr

f()

 Les fonctions associés a ¢ — 1 + x et x — 1 — x sont des fonctions affines, donc continues
sur R.

» Par composition avec la fonction racine carrée, les fonctions x — 1+ z etz — V1 —=x
sont continues sur leurs domaines de définition respectifs, soit sur [—1; +-o0o[ et | — oo; 1].

* Par somme, le numérateur z — /1 + z + /1 — x — 2 est continu sur [—1; 1].

Limites et continuité 9 https ://www.dimamath.com
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L
* Enfin, par quotient avec la fonction linéaire x — x (qui est continue et ne s’a n§?:3 p%ﬁu_r
[—1;0[ et ]0; 1]), 1a fonction f est continue sur [—1;0[ et sur ]0; 1]. -
NS
%,
b/ Enxy=0:

D’aprés I’étude locale précédente, nous avons établi que :

lim f(z) = 0= f(0)

z—0

La fonction f est donc également continue en 0.

Conclusion : Puisque la fonction f est continue sur [—1; 0], en 0, et sur ]0; 1], on en déduit par recollement
que f est continue sur tout son ensemble de définition D = [—1; 1] (et en particulier, continue a droite
en —1 et a gauche en 1).

Solution Exercice 3

a) La fonction g définie par : g(x) =

—2/+1
|302+|+ est définie sur R donc définie en xg = 2. Il suffit de
T

calculer f(2) et lim g(z).
T—2

2—2 1 0+1 1
* Calcul de I'image : g(2) = | 22+’71L = 411 — -

* Calcul de la limite : Quand x — 2, I’expression |z — 2| tend vers 0. Par substitution directe :
0+1 1

i L "W
lim 1~ 5

Conclusion : Puisque lim2 g(x) = ¢g(2), la fonction g est continue en zp = 2.
T—r

x? — 3x

b) g(ﬂl?)zingr — ¥

9(3) =3
conjuguée du dénominateur :

On a une forme indéterminée ”8” en z = 3. Utilisons la quantité

* Simplification de I’expression :

(z) = z(x =3)(ve+1+2)  z(z-3)(vVr+14+2) xz(zx—-3)(Vr+1+2)
= rrl-9(Vzri+2)  @+)-4 z—3

Pour = # 3, on simplifie par (z — 3) :

g(z) = z(Ve +1+2)

» Calcul de la limite :

lim g(z) =3 x (V3+14+2)=3x(2+2) =12

r—3

Conclusion : On a lin}) g(x) = 12 # g(3) (car g(3) = 3). La fonction g n’est pas continue en
z—

Trog = 3.
9 1
glxy=z*E (=) ;<0
x
c) 49(0)=0 . Puisque la fonction change d’expression autour de 0, étudions
z— E(x)

g(ﬂ?)ZT ;>0

les limites a gauche et a droite.

Limites et continuité 10 https ://www.dimamath.com
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* Limite a gauche (z — 07) : Par définition de la partie entiere, pour tout réel u, o
E(u) < u. En posant u =

8=

x

1
-1<5(

M

1> 1
)
z z

¥, &
&)

Comme z < 0, on a 22 > 0. Multiplions ’inégalité par z2 :

() el

1
< z? <> =z <g@p<

x

Quandz — 07,ona lim (x —2?) =0et lim x = 0.
z—0~ z—0—
D’apres le théoréme des gendarmes : lim g(z) = 0. Donc g est continue a gauche en 0.
z—0—

« Limite & droite (z — 07) : Quand x est trés proche de 0 a droite
(précisément pour 0 < x < 1), on a E(z) = 0. L’expression de g devient :

z—0 @
g9(z) = =—==Vz
N
Calculons la limite : lim g(z) = lim /2 = 0. Donc g est continue a droite en 0.
x—07F xz—07T

g(0). Alors la

Conclusion : Comme lim g(z) = lim g(z) = ¢g(0) = 0, alors lim g(z) = 0 =
z—0~ z—0t x—0

fonction g est continue en g = 0.

1—cos’x

g(x) =

g(0) =
aveC u = COoS T .

d) 2 T70

Utilisons I’identité remarquable 1 — u? = (1 — u)(1 + u + u?)

o
2

* Transformation de I’expression :

1 —cosx

1 — cos 1+ cos cos
( z)(1+ cosx + oy . >x(1+cosx+c052m)

2
x2 (

* Calcul de la limite : On sait d’apres les limites usuelles trigonométriques que 11m

g(x) = .

1— cosx 1

De plus, 111’%(1 +cosz +cos?x) =1+ 1+ 12 = 3. Donc :
z—

3

><32

l\DM—l

lim g(z) =

z—0

Conclusion : On a lin%) g(x) = ¢g(0) = —, donc la fonction g est continue en zy = 0.
x—>
g(x) =z —1+cos(mz) ;<2 )
e) 22— 3z +2 Etudions séparément la valeur a gauche (qui donne aussi
g(x) = ™ Ch ;x> 2

I’image) et la limite a droite en 2.
» Image et limite a gauche (z — 27) :
g(2)=2—-14cos(2mr)=1+1=2

Par continuité de la fonction affine et du cosinus, lim g(x)
T2~

— G D) = %

Limites et continuité 11 https ://www.dimamath.com
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o
« Limite a droite (z — 27) : On a une forme indéterminée ”%”. Factorisons l¢ Rumérateur
z% — 3z + 2. Ses racines évidentes sont 1 et 2, donc 2° — 3z + 2 = (z — 2)(x & L) Pol
x>2: ( 2)( 0 3
x—2)(x—
S S A S S |
9(z) pr— x

Calculons la limite :
lim g(z) = lim (z—1)=2-1=1

z—21 z—21
Conclusion : Puisque lim g(x) = 2 et lim g(z) = 1, les limites a gauche et a droite sont dif-
T2~ z—2+1

férentes. La fonction g n’est pas continue en xy = 2 (elle présente une discontinuité de premicre
espéce / un saut).

Solution Exercice 4

Pour qu’une fonction f soit continue en un point x, il faut et il suffit que la limite de f(z) quand x tend
vers xg soit égale a f(x¢) c-a-d:

zo € Dy et lim f(x)= f(xo)

T—T0
92 2
$::£;i%f; z %2
a) La fonction f est définie sur R par : x—2 .Onaalors zp = 2et f(2) =
f(2)=4

4. On cherche a tel que 111% 20° +a"3 =4.

1. Condition de levée de I’indétermination : Le dénominateur s’annule en « = 2. Pour que la limite
soit finie (égale a 4), le numérateur doit également s’annuler en z = 2.

2224+ a(2)=0 = 8420=0 = 2a=-8 — a=—4

2. Vérification : Si a = —4, la fonction devient :
252 — 4 21 (% — 2
f) 2B 22D oy (pours )

Calculons la limite :
lim f(z) = lim 2z =4
r—2

z—2

La limite est bien égale a f(2).

Conclusion: a= — 4
VI+T—
| | (1) = Y222 0 o e [0;2[U]2; oo
b) La fonction f est définie sur [0, +oo[ par : VT — V2 .
f@)=a
On a alors xp = 2 et f(2) = a. On cherche a tel que a = hm v f f C’est une forme indétermi-

née ”O” . Nous allons multiplier le numérateur et le denomlnateur par leurs expressions conjuguées

respectlves
VI+7-3 _ (Ve+7-3)(Vz+7+3)(Vz+V?2)
VE-V2 | (i VOWE V(e T+3)
En appliquant 1’identité remarquable (A — B)(A + B) = A% —

_ @+ -9(2+v2) _ (z-2)(Vz+V2)

(x—=2)(Vz+T7+3) (x—=2)(Vx+T7+3)

Limites et continuité 12 https ://www.dimamath.com
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&VVMU
En simplifiant par (x — 2) pour z # 2 : § &
4 < B /
VT4 V2 = Ry @g
VT FT+3
Maintenant, on calcule la limite en 2 :
i poy o EEVE _ 2E A 2E_ V3
=2" T 2+ T7+3 V943 343 6 3
V2

Conclusion : a= =

5
¢) La fonction f est définie sur [—2, +00 [ par :

f(z) = % i T € [*%,10[U]10,+OO[
£10) = £

Onaxp = aet f(10) = % Attention, ici la fonction est définie et continue sur tout son domaine
sauf potentiellement en x = 10. On nous donne explicitement la valeur de la fonction en 10 qui vaut
%. Pour que f soit continue en xg = a, étudions d’abord la continuité globale de la fonction au point
charniére visible, ¢’est-a-dire en = = 10. Calculons la limite de f(z) quand x — 10 :

lim A2+ 5= 5
z—10 x — 10

Multiplions par I’expression conjuguée du numérateur :

(V22 4+5—-5)(v/2x +5+5) . (2z +5) — 25

2410 (x —10)(v2z +54+5) 710 (x —10)(vV2x +5+5)

o 2 — 20 e 2(x — 10)
210 (z — 10)(v2z + 54 5) 210 (z — 10)(v2x + 5 + 5)
En simplifiant par (z — 10) :

2 2 2 2
lim = = —
z—=10+/2z +5+5 /25+5 O5+5 10

Puisque linll0 f(z) = f(10) = %, la fonction f est prolongée par continuité et est donc continue en
Tr—r

1
5

tout point de son domaine de définition (sur [— oL +o0[). Par conséquent, la fonction est continue en

n’importe quelle valeur réelle appartenant a son domaine.

5
Conclusion : a € [—5; +oo|

Solution Exercice 5

1/ Prolongement par continuité de f en

Limites et continuité 13 https ://www.dimamath.com
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La fonction f est définie sur R* par : § Ny \
(=]

NS
) = () < i <1> S g.‘sg/,

x

Pour tout réel x # 0, la fonction sinus est bornée :

1
0§]sin<>|§1
7

En multipliant cette inégalité par | sin(x)| (qui est positif ou nul), on obtient I’encadrement suivant :

0 < Jsin(a)| x |sin ;) < |sina)

Donc :
0 < [f(z)| < |sin(x)]

Or, nous savons que :

él_r)r(l) |sin(z)] =0

D’aprées le théoréme des gendarmes, on en déduit immédiatement que :

lim f(z) =0

z—0

La limite en 0 étant finie, la fonction f admet un prolongement par continuité en 0 par la fonction f
définie sur R par :

Fa) = sinfa) sin (3 ) sio 0

f(0)=0

2/ Prolongement par continuité de g en zo = 4

La fonction g est définie sur [0; 4] U ]4; +oo[ par :

Yoo T

L’évaluation directe en x = 4 méne a la forme indéterminée « 0 ». Pour lever cette indétermination,

séparons habilement le numérateur en deux blocs :

vV 5—3_1_\/—2

ge) = T —4 Tz —4

Etudions la limite de chaque bloc en multipliant par leurs expressions conjuguées respectives :
* Premier bloc :

veFaPr-3 (Vz+5-3)(vz+5+3) (x+5)—9

T —4 -4z ¥+5+3)  (z-4)Wz+5+3)
x—4 1
= = our x %= 4
G_O(/aT5+3)  vaists Powrrd
D’ou:
1im\/;1:+5—3_ 1 11
o4 x—4  JA+5+3 3+3 6
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&VVMU
» Second bloc : § \\‘.‘ _
Vi-2 _ (E-9(E+?) w4 1 > )
= = = (pour x A4). © 39
x—4 (x —4)(Vz+2) (z—4)Hz+2) Jx+2

D’ou :
— 2 1 1 1
lim\f = = — —
z—4 x —4 Vi+2 242 4

Par somme des deux limites, on obtient :

. 1
LECRE

La limite en 4 étant finie, la fonction g admet un prolongement par continuité en zy = 4 la fonction g

définie sur [0; +o00[ par :
- VZ+d++xr—9
g(z) = p— {

six #£4

Solution Exercice 6

On rappelle que la fonction h est définie par :

W, E(x)
(z) = z + BE(x)

1/ Détermination de I’ensemble de définition D,

La fonction h est définie si et seulement si son dénominateur est non nul, ¢’est-a-dire :

z+ E(@) #0 < E(z) # —«x

Analysons cette équation selon les valeurs de « :

* Siz=0:FE(0) =0,donc 0+ 0= 0. Lavaleur z = 0 est donc interdite.

* Si z > 0 : Par définition de la partie entiére, E(z) > 0. Donc z + E(x) > 0 par conséquent
x4+ E(x)#0

* Siz < 0 : Par définition, la partie entiere E(x) < 0, donc = + E(x) < 0 par conséquent
z+ E(x)#0

Ainsi, la seule solution dans R de I’équation z + E(z) = 0 est 0. D’ou :
Dy =R*

2/ a) Montrons que lim h(z) =1
z—01

Lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement positives, prenons z €]0; 1[, on a par définition de
la partie entiére : F(z) = 0. Donc

Par conséquent, on a bien :
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b) Prolongement par continuité en O de i \\;\ _

Pour étudier I’existence d’un prolongement par continuité en 0, déterminons la limit Egau@he dgx ,
hen 0. Soit x €] — 1;0[, on a par définition : E(x) = —1.Donc : \ )

m=(=1) @41

h(x):m+(—1) -1

Calculons la limite a gauche :

) .o x+1 041
Jm hie) = lm 25 =03

Comme 1im+ h(z) =# lim h(z), la fonction h n’admet pas de limite unique en 0. Alors la
z—0 z—0~

fonction ~ n’admet pas de prolongement par continuité en 0.

3/ Limites a Iinfini

Pour étudier les limites a I’infini, utilisons 1’encadrement fondamental de la partie entiére :
r—1< E(x)<zx

Pour tout = # 0, on peut factoriser par x au numérateur et au dénominateur :

x<L,ﬂ@) | E@)

x

h(z) = = -
E E
78 x
. , . . cz—1 FE(x) oo
* En 400 : En divisant ’encadrement par > 0, on obtient < < 1. Par le théoréme
75
E
des gendarmes, lim (z) = 1. Ainsi :
r—+00 I
| 1-1 0
-8 U sraiat i
. , x—1_ E(x) )
* En —oco : En divisant I’encadrement par x < 0 donc —— > ———= > 1 et en appliquant de la
T
E
méme maniere le théoreme des gendarmes que lim (z) = 1. Ainsi :
r——00 I
1-1 0
lim h(z)=——===0
e (z) 1+1 2

Solution Exercice 7

On rappelle que la fonction f est définie sur R* par :

1
2 —sin <>
_ \*/

T

flz) =

1
1/ a/ Montrons que (Vx € RT™); f(z) > -

Comme la fonction sinus est bornée par —1 et 1 sur R, alors on a : Pour tout réel non nul z,
(1
—1<sm|—-) <1
T
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AN
En multipliant par —1, on inverse le sens des inégalités : §ﬁ \\? \
1 > A \@é /
—1§—sin<> <1 o
. :

En ajoutant 2 a chaque membre de 1’inégalité, on obtient :

1 1
2—1§2—sin<>§2+1 — 1§2—sin(>§3
x x

Comme x € R™*, ona z > 0. On peut donc diviser chaque membre par z sans changer le sens
des inégalités :

1
2 —sin <>
Lo ) &
a8 x
Ainsi : 1
(Vz e R™); f(z) > =
a7

b/ Déduisons-en lim f(x)
z—0t

Nous savons que :

pour tout z > 0, on

8|+

D’apres le théoréme de comparaison par minoration, puisque f(x) >

conclut immédiatement que :
lim f(x) =400

z—0t

2/ a/ Montrons que (Vz € R™*); f(z) <

On a montré que pour tout x # 0 :

8|~

1
1§2—sin<> <3
X

Puisque x € R™*, on a < 0. En divisant chaque membre par un nombre strictement négatif, le
sens des inégalités est inversé :

2—sin<>
>\ 3 3 <l
X X X X

K| =

En ne conservant cette fois-ci que I’inégalité de droite, on obtient :

(Va: € R_*) ; f(z) <

8|

b/ Déduisons-en lim f(x)
=0~

Nous savons que :

Im — = —o0
x—0— T

S

D’aprés le théoréme de comparaison par majoration, puisque f(z) < — pour tout z < 0, on

conclut immédiatement que :
lim f(z) =—-o00

z—0~
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v
Solution Exercice 8 / §‘V SN
(=)

N
D) flz)=2+z+1 ; I=[-1;3 Q%%\@%

* Continuité : f est une fonction polynomiale, elle est donc continue sur R, et en particul\ier conti-
nue sur I’intervalle I = [—1; 3].

* Variations : f est dérivable sur [ et pour tout x € [—1;3] :
fl(z)y=2z+1
, 1 1 . . .9
f(x) =0 < x = ——=.Comme —= € [—1; 3], la fonction f est strictement décroissante sur

1 . : 1
[—1; —2] et strictement croissante sur [—2; 3] .

. . 1
* Image de Pintervalle / : Le minimum absolu est atteint en z = =g :

1 1\? 1 1 1 3
1(-2)=(-3) + (-2) + 1 par Ty
Aux bornes de I’intervalle, on a :
f(-1)=(-1)24+(-1)+1=1 et f(38)=32+3+1=13

L’image de I’intervalle est bornée par le minimum global et le maximum des deux extrémités :
3
I)=|—;13
=313

x—4

) &)=

; I=]—-22]

* Continuité : f est une fonction rationnelle définie sur R \ {—2}. Puisque la valeur interdite
—2 ¢ I, f est continue sur I'intervalle [ =] — 2;2].
* Variations : f est dérivable sur I et pour tout x €] — 2;2] :
L(z+2)—1(x—4) 6
(z +2)2 ~ (z+2)?

>0

fl(z) =

La dérivée étant strictement positive, f est strictement croissante sur /.

+ Image de I’intervalle f(I) : Par stricte croissance et continuité :

x—4 -6
1 lim = —
RO W Rl

2—4 =2 1

2 —_— = — —

f2) = 242 4 2

On en déduit I’intervalle image :

1
I=|—00;—=
70 = | o0 -3

3) fl)=2zvx+1 ; I=10;3]

» Continuité : La fonction x — 2x est continue sur R et la fonction x — +/z + 1 est continue sur
[—1; +o0]. Par produit, f est continue sur 'intervalle I = [0; 3].

/,
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* Variations : f est dérivable sur |0; 3[ et pour tout x €]0; 3] : §ﬁ & \
Fla) = 2aF T4+ 20 x — 1 a4 2(93+1)+:U ?1‘4;\2 §
= xr a5 = xT :
2vzx+1 NZEa z+1 Tt 1
Pour tout z € [0;3[, 3z +2 > 0ety/z + 1 > 0, donc f'(x) > 0. f est strictement croissante sur

1.

* Image de I’intervalle f(I) : Par stricte croissance et continuité :

F0)=200V0+1=0 et lim f(z)=23)V3+1=6x2=12

r—3~

On obtient ainsi :

FI) = [0;12]

. T T
4) f(z) =1+ 2sinz + 3 I= [_E;O]
* Continuité : f est la somme d’une fonction constante, d’une fonction trigonométrique et d’une
fonction affine toutes continues sur R. Elle est donc continue sur /.
. 7r
* Variations : f est dérivable sur [ et pour tout x € [_6; 0} :

1
fl(z) = 2cosm+§

. 3 N .
Sur I’intervalle [—%; 0} ,onacosx € [%7 1] , ce qui implique cos x > 0. Ainsi, f/(z) > 0 et

f est strictement croissante sur .

+ Image de I’intervalle f(I) : Par stricte croissance :

2) 18 18 18
f(0) =1+ 2sin(0) + g =1
On en déduit I’intervalle image : -
) = |11

5) {f():m—i—Q ;<1 I—[=3:9]

f) =322 u>1

» Continuité :
— Sur [—3; 1], f est une fonction affine, donc continue.
— Sur |1;2], f est une fonction polynomiale, donc continue.
— FEtudions la continuité au point de jonction zg = 1 :

lim f(z)= lim (x+2) =3

r—1— r—1—
lim f(z) = lim (32%) =3(1)* =3
z—1t+ z—1t

Puisque lim,,_,;- f(x) = lim,_,;+ f(x) = f(1), la fonction f est bien continue en 1, et donc
continue sur tout 'intervalle I = [—3;2].
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e Variations :

/

— Sur [—3; 1], la pente de la fonction affine est 1 > 0, donc f est strictement croiss R,

— Sur ]1;2], la dérivée est f/(x) = 6x. Comme x > 1, f'(x) > 0, donc f est'égalentent
strictement croissante.

La fonction f étant continue sur [—3; 2] et strictement croissante sur chacun des sous-intervalles,
elle est globalement strictement croissante sur /.

» Image de l’intervalle f() : Par stricte croissance globale et continuité :
f(=3)=-3+2=-1 et f(2)=3(2)°=12
On en déduit I’intervalle image de maniére directe :

fI) =[-1;12]

Solution Exercice 9

Méthode : Pour montrer qu’une équation admet au moins une solution sur un intervalle [a; b], on trans-

forme 1’équation sous la forme f(x) = 0, puis on vérifie deux conditions du Théoréme des Valeurs
Intermédiaires (TVI) :

i) La fonction f est continue sur [a; b].

ii) Le nombre 0 est compris entre f(a) et f(b), c’est-a-dire que f(a) x f(b) < 0.

1) Equation : 2% + 224+ 22 —1=0 ; I =[0;1]

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par : f(z) = 2* + 2% + 22 — 1.

* Continuité : f est une fonction polynomiale, elle est donc continue sur R,
et en particulier continue sur I’intervalle [0; 1].

* Calcul des images aux bornes :
f0O)=0*+02+20)—-1=-1<0
f@p=1*+ 1+ 2(1)-1=1+1+2-1=3>0

Puisque f est continue sur [0; 1] et que f(0) x f(1) < O (le signe change), d’apres le TVI, 1’équation
f(z) = 0 admet au moins une solution dans I’intervalle [0; 1]. Par conséquent 1’équation z* 4 22 +
2z — 1 = 0 admet au moins une solution dans /.

2) Equation : 2sinz =z ; [= [g;ﬂ'}

: . A : s :
Ramenons 1’équation a zéro en définissant la fonction g sur [g, w} par: g(z) = 2sinx — z.

* Continuité : g est la différence d’une fonction trigonométrique (2 sin x) et d’une fonction affine
A . m
(x) toutes deux continues sur R. Donc g est continue sur {5’ ﬂ] .

* Calcul des images aux bornes :

™ s m \/g s s
e 2 (7>—7:2 B - T x173-1,05=0,68>0
g(3> SM\3) 7 3 (2) 3 3 -

g(m) =2sin(r) —m=2(0) —1=—-7 <0
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Puisque g est continue sur [g, 7T:| etque g (g) x g(m) < 0, d’apres le TVI, I’équation g q§ 01\
— adgﬁ§

. . . . ™
2sinx = x) admet au moins une solution dans 1’intervalle [g 77] Donc I’équation 2 sin

au moins une solution dans /.
3) Equation : 22 — 5z = -1 ; I =[1;4]
Ramenons I’équation & zéro en définissant la fonction h sur [1;4] par : h(z) = 2% — 5,/ + 1.

+ Continuité : x — 12 + 1 est continue sur R (polynéme) et z — —5,/Z est continue sur [0; +ool.
Par somme, h est continue sur ’intervalle [1; 4].

* Calcul des images aux bornes :
M1)=12—5y/1+1=1-5+1=-3<9
h(4) =42 —5V44+1=16—-5(2)+1=16-10+1=7>0

Puisque h est continue sur [1;4] et que (1) x h(4) < 0, d’aprés le TVI, I’équation h(xz) = 0 (soit
22 —5,/z = —1) admet au moins une solution dans I’intervalle [1;4]. Donc I’équation 22 — 5/ = —1
admet au moins une solution dans /.

Solution Exercice 10

Méthode : Pour montrer qu’une équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur un intervalle /, on
applique le corollaire du TVI en vérifiant que :

i) f est continue sur I.
ii) f est strictement monotone (strictement croissante ou décroissante) sur /.

iii) 0 appartient a I’intervalle image f(I) (ou change de signe aux bornes si I’intervalle est fermé).

1) Equation: 2° + 22 +2=0 ; [=[-2;-1]
Soit f la fonction définie sur I par: f(z) = z° + 22 + 2.

+ Continuité : f est une fonction polynomiale, elle est donc continue sur [—2; —1].

* Monotonie : f est dérivable sur / et pour tout z € [—2; —1] :
f/(z) = 52* + 2z = z(5x3 + 2)

Comme z € [-2;~1],onaz < 0etz® < —1,d’ou 52% + 2 < —3 < 0. Par produit de deux
facteurs négatifs, f’(x) > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur [—2; —1].

+ Signe aux bornes :
F(=2) = (-2°+(-2)%+2=-324+4+2=-26<0
f(=1)=(-1P+(-1)2+2=-1+1+2=2>0

Puisque f est continue, strictement croissante sur [—2; —1] et que 0 € [f(—2); f(—1)], d’apres le
théoréme de la bijection, I’équation x° + x2 + 2 = 0 admet une unique solution « dans [—2; —1].

2) Equation: z* + 22 =5 ; [ =[l;+oq]
Soit g la fonction définie sur I par : g(z) = 2% + 2z — 5.

+ Continuité : g est continue sur [1; +oo[ (fonction polynomiale).
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/ cﬂm/ N
* Monotonie : g est dérivable sur [ et pour toutx > 1: §ﬁ \\‘) \
Y
g'(x) = 42° +2 v/

Comme z > 1, 422 + 2 > 6 > 0. La fonction g est donc strictement croissante sur [1; 00

* Intervalle image g(/) :
g(1) =1*4+2(1) - 5= -2
2 5
. . . 4 Z _ 9\ _
i ot = tim o (14 5 - ) = 4o
Par continuité et stricte croissance, g(I) = [—2; +o0|.

Comme 0 € [—2; +o0[, d’apres le théoréme de la bijection, 1’équation g(z) = 0 (soit z* + 2z = 5)
admet une unique solution « dans [1; +o0|.

3) Equation : 1 + 2sinz = -3z ; = [—g;O}
Soit A la fonction définie sur [ par : h(z) = 2sinz + 3z + 1.

* Continuité : h est la somme de fonctions continues (trigonométrique et affine), elle est donc
continue sur I’intervalle donné.

0 s
* Monotonie : / est dérivable sur [ et pour tout x € [—g; 0} :

h'(z) = 2cosax + 3

On sait que pour tout réel z, —1 < cosz < 1,donc —2 < 2cosz < 2,d’oul < 2coszx + 3 <
5. La dérivée h/(x) est strictement positive, la fonction h est donc strictement croissante sur

o]

+ Signe aux bornes :

s ) s T 1 s s s
h(—ﬁ)—251n(—6)+3(—6)+1—2<—2>—2+1——1—2+1——2<0

h(0) = 2sin(0) +3(0)+1=1>0

. . . . ™ .
Puisque £ est continue, strictement croissante sur [_E; O] et change de signe aux bornes (h(—m/6) x

h(0) < 0), I’équation 1 + 2 sin z = —3z admet une unique solution « dans cet intervalle.
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