Série 4

.%;._ Dérivation et ses applications —o%%%
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Exercice 1

On considere la fonction f, définie par son tableau de variations suivant :

T —00 —4 —1 3 +oo

2
-2
f() / \

—0o0

Et vérifiant les conditions suivantes :
s f(-6)=2 et f(-5)=-1 et f(-2)=—-4
c f(0)=0 et f(4)=-1 et f(5)=—-4

* (Cy) admet une tangente horizontale au point —4.

(Cy) admet une demi-tangente horizontale a gauche au point 3. (Cy) admet une demi-tangente
verticale a droite au point 3.

* (Cf) admet une branche parabolique de direction (Ox) au voisinage de —oo, et admet une branche
parabolique de direction (Oy) au voisinage de +oc.

* La droite (A) d’équation y = 2x est une tangente a (C'y) au point d’abscisse 0.

1/ Déterminer Dy I’ensemble de définition de f.

—

2/ Construire (Cy) dans un repére orthonormé (O, i y)
3/ Déterminer f (] — oo, —4]) et f([0,4]) et f([3, +o0]).

4/ Montrer que 1’équation f(z) = 0 admet une solution unique « dans ’intervalle | — 6, —5].
5/ Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une solution unique 3 dans I’intervalle |3, 4].

6/ Déterminer graphiquement 1’ensemble solution de I’inéquation f(x) > 0.

7/ Donner le nombre de solutions de I’équation f(z) = 1.
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8/ Discuter suivant les valeurs du nombre réel m le nombre de solutions de I’équation f zﬁg‘ﬁ: m\\\\,‘\ _
e (=) N B |

9/ Déterminer xglzloo f(z)et xgr}rloo f(z) et xilrﬂ_ f(z) et xilglﬁ f(z). \ O
10/ Déterminer lim M et lim @ Justifier.

r—+oco I T—>—00 I
11/ Déterminer lim M Justifier.

z——4 x +

-2 -2

12/ Déterminer lim & et lim & Justifier.

z—3-~ T —3 z—3+ x —3
13/ Déterminer lim M Justifier.

z—0 X

Exercice 2

Partie I :

Soit g la fonction définie par :

gx) =z —-3+4vVr+2

1/ a) Déterminer D, I’ensemble de définition de la fonction g.

b) Calculer xginoo g(x).

2/ Etudier la dérivabilité de ¢ a droite en —2 et interpréter géométriquement le résultat.

3/ a) Montrer que g est dérivable sur | — 2; +o0].
b) Calculer ¢'(x) pour tout z € | — 2; +00|.

c¢) Dresser le tableau de variation de g.

4/ Déterminer le signe de g(z).

Partie I1 :

Soit f la fonction définie par :
58

T Vr12+2

et (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

/()

1/ a) Déterminer D I’ensemble de définition de la fonction f.
b) Calculer :cBToo f(x).

2/ a) Etudier la dérivabilité de f en —2 a droite et interpréter géométriquement le résultat.
b) Montrer que f est dérivable sur D}.
c) Calculer f'(x) pour tout x € D}

d) Dresser le tableau de variation de f.
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)

F,
On consideére la fonction f définie sur |1, +-o00[ par : ) SV

(Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O 4, 7).
1/ Calculer IBI-POO f(z).

2/ (a) Montrer que :

(b) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en 1 et interpréter géométriquement le résultat
obtenu.

3/ Montrer que :
(V2> 1) fla)=—— -

4/ Donner le tableau de variation de f.

: . . 3
5/ Montrer que la courbe (C'f) coupe I’axe des abscisses en un point d’abscisse o tel que 1 < o < .

2
Exercice 4

Partie 1 :

On consideére la fonction numérique g définie sur [0; oo par :

1
g(z) = 6z — 8z\/x — 3
1/ Montrer que pour tout z € ]0; +o0| :
J(2) = 6(1 — 2/3)

2/ Dresser le tableau de variations de g.
3/ En déduire que pour tout z € [0; +o00[ : g(z) < 0.

Partie 2 :

On considére la fonction numérique f définie sur [0; 00| par :
f(z) = (4z — 1)z — 42? + 1
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 7; 7).
1/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter graphiquement le résultat.

2/ a) Calculer zl}rfoo f(z).

b) Montrer que :

lim —* = -
r—+oco X

Et interpréter le résultat graphiquement.
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e

S

, (x Y Y
J(a)= T2 )
\/5 ~

3/ a) Montrer que pour tout x € |0; +o0] : §V
(=}

~—

b) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

4/ Calculer f(1) et tracer la courbe (C').

Exercice 5

I - Dans le graphique ci-contre (Cy), est la courbe d’une fonction f définie sur R.

1/ Par lecture graphique déterminer :

dm T e i ()

. . 40 .
2/ Ladroite (T") passe-t-elle par le point A (18, —3) ? Justifier.

I1 - On suppose dans la suite, la fonction f est définie sur R par :

x2—4
Si:z <0
fla) =22 +2 v
Vi +4r—2 Si:z >0

1/ Caleuler: lim (f(x)— x).

T—+00

2/ a) Montrer que f est dérivable sur | — oo, 0[ et calculer f’(z) pour tout = € | — oo, 0].

b) Montrer que f est dérivable sur |0, +o00[ et que pour tout = € |0, +o0] :

T+ 2

o=
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y 'MU
3/ a) Donner I’équation de la tangente (7%) a (C') au point d’abscisse 1. §ﬁ &
b) Existe-t-il une tangente a (C'y) paralléle a la droite d’équation y = z? 2 %%\.g ;

Exercice 6

Soit la fonction f définie sur R \ {1} par:

-,

et (C'y) sa courbe représentative dans un repere (O, iJ)

1/ Montrer que f est dérivable sur R \ {1} et que

f'(z) = 332(;_231)_23, pour tout z € R\ {1}.

4
2/ a) Vérifier que pour tout x € R\ {1}, f(z) =z + -
7 —

b) En déduire que la droite (A) : y = x est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de 400
et —oo.

c¢) Déterminer la position relative de (A) et (C'y).
d) Construire (A) et (Cy).
3/ Montrer que le point I(1,1) est un centre de symétrie de (Cy).
4/ Soit la fonction g définie par g(z) = f(2 — z).
a) Montrer que pour tout z € R\ {1}; g(z) = 2 — f(x).
b) Tracer (Cy) a partir de (Cy).

5/ On consideére la fonction g définie par : g(x) = a+/x + b ol a et b sont deux réels données. La droite
A’ :y =z — 3 est tangente a (Cy) au point d’abscisse 1.
a) Déterminer a et b.

b) Donner une valeur approchée de g(1,001).

6/ Dans la suite on prend a = 2 et b = —4.

Soit / la fonction définie sur R par :

a) Montrer que h est continue en 0.
b) Etudier la dérivabilité de h & droite et & gauche en 0.

c¢) Dresser le tableau de variation de h.
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[P\

>R .
Soit f la fonction définie sur I’intervalle [0, 4+-o0] par : > SV
) .
fz) = VT - - 1

1/ Calculer la limite de la fonction f lorsque x tend vers +oo.
2/ Justifier la continuité de la fonction f sur I’intervalle [0, +oc0].

3/ a) Montrer que pour tout x appartenant a ’intervalle |0, +-oo[, on a :

@)= va—1
b) Etudierle signe de f’(x) sur |0, +o0[, puis dresser le tableau de variation complet de la fonction
f.
4/ Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution « dans [0, +o0[ et vérifier que 3 <
a < 4.

5/ a) Enutilisant une calculatrice, calculer f(3.6) et f(3.7). En déduire un encadrement de o« d’am-
plitude 0.1.

b) En déduire le signe de f(x) sur I’intervalle [0, +o0].
6/ a) Soit g la restriction de la fonction f a I’intervalle [1, +oo[. Montrer que g admet une fonction

réciproque g~ définie sur un intervalle J que 1’on déterminera.

1 1
b) Calculer g(4). Montrer que la fonction g~ est dérivable en 3 et calculer (g—1)’ () )

3
Exercice 8

On considere la fonction f définie sur R par :

f(z)="V=x2 — 4z + 5; r <2
flz)=z—-142Vz—-2;, z>2

1/ a) Montrer que (Vo < 2); f(z) = ¢/(z —2)2 + Let (Vz > 2); f(x) = (Vz — 2+ 1)%
b) Calculer xgr?oo f(z) et mgr—lr—loo f(z).
2/ Etudier la continuité de f en zo = 2.

3/ Etudier la dérivabilité de f en zg = 2, puis interpréter géométriquement les résultats obtenus.

4/ Calculer lim JC(L_;

1 , puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
T— T —

5/ Déterminer une équation de la tangente a la courbe de la fonction f au point d’abscisse 3.
6/ a) Montrer que f est dérivable sur | — oo; 2] et sur ]2; 4-o00].
2(x — 2
b) Montrer que (Vz €] — o0;2]) : f'(z) = (z—-2)
33/ (% — 4x + 5)?

¢) Montrer que f est strictement croissante sur |2; 4+o00].

d) Dresser le tableau de variation de f.
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Vo
7/ Soit g la restriction de f a I’intervalle | — 0o; 2]. §V % _
a) Montrer que 1’équation g(z) = = admet une unique solution a dans I’intervalle |12[. Y
b) Montrer que ¢ admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J qu’il faut déter-
miner.

L est dérivable en a.

3a?
2(a—2)°
e) Montrer que : (Vz € J): g~ (z) = —vV23 — 1+ 2.

¢) Montrer que g~

d) Montrer que (¢~ 1) (o) =

Exercice 9

Soit f la fonction numérique d’une variable réelle x définie par :

1
r—1

@)= -1~

1/ a) Déterminer D I’ensemble de définition de la fonction f.
b) Trouver les limites de f aux bornes des intervalles de I’ensemble de définition.
2/ a) Montrer que (A) d’équation y = x — 1 est une asymptote oblique a la courbe (C) au voisinage
de +oo0.
b) Etudier les positions relatives de (C;) et la droite (A).

3/ Etudier la dérivabilité de ¢ en 0 & droite et interpréter le résultat graphiquement. (Remarque : il s ‘agit
de la dérivabilité de f en 1 a droite, d’aprés [’expression de f).

4/ Calculer f'(x) pour tout z € Dy, puis dresser le tableau de variation de f.
5/ Montrer que 1’équation f(z) = 0 admet une unique solution « tel que 2v/2 < a < %.
6/ Soit g la restriction de f a I’intervalle |1, +-oc0].

a) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~! définie sur un intervalle .J que
I’on déterminera.

b) Montrer que : g~ 1(6) = 8.

¢) Montrer que la fonction g~

d) Calculer (g71)(6).

L est dérivable au point g = 6.

7/ Tracer (Cy), (C4-1) et (A) dans un repere orthonormé (O, 4, 7).
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