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Exercice 1
Déterminez la valeur de chacune des 8 limites suivantes.

lim 2+ Ve-2

" p—1 arctan(z)—7

lim 22 <\3/333 + 3z — Vat —1—4332)

T—+00

lim z (arctan(y/z + 1) — arctan(,/z))

T—>+00

em arctan(2x)—2 arctan(z)
' z—0 Ydz— 3 l—x—%m

Yz—1

ml_)l’nl arctan(z ) +arctan %) —Zx

lim Vita+ V1z+ Y1+2-3

20 arctan(z2+x)

. arctan( \3/1+m—1)—é33
. lim < %
z—0 ¥/ 1+arctan(z)—1— 3%

Exercice 2

Soit la fonction f définie sur son domaine de définition maximal par :

x2—x—2
f@)="—" = VT3
x— 2

On note Cy sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

1/ a) Déterminer le domaine de définition maximal D de la fonction f.
b) Justifier que f est continue sur chacun des intervalles qui composent son domaine.
2/ La fonction f n’est pas définie en xg = 2.

a) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers 2.

b) En déduire que f admet un prolongement par continuité en 2 et définir proprement la fonction
prolongée f sur I’intervalle [—3; +o0.

3/ a) Déterminer la limite de f en +oo.

b) Préciser le comportement asymptotique de la courbe C au voisinage de 400 (recherche d’une
branche parabolique ou d’une asymptote oblique).

4/ On s’intéresse au comportement de la fonction au point frontiere 1 = —3.
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a) Etudier la limite a droite du taux d’accroissement de f en —3, ¢’est-a-dire : §ﬁ & \
5 m~ §
_ o [ < J |
L T@) = J(-3) Y,

r——3t T — (—3)

b) La fonction f est-elle dérivable a droite en —3 ? Quelle est I’interprétation graphique de ce
résultat pour la courbe Cy ?

5/ On travaille désormais sur I’intervalle I =] — 3; +-00[\{2}.
a) Montrer que pour tout z € I, la dérivée de f s’exprime sous la forme :

b) Dresser le tableau de variations complet de f sur son domaine, en y incluant les limites aux
bornes ainsi que la valeur prolongée en 2.

6/ a) Montrer que la restriction de la fonction f (prolongée en 2) a ’intervalle J = [0; +oo[ réalise
une bijection de J vers un intervalle K que I’on déterminera.

b) Justifier que I’équation f(z) = 5 admet une unique solution « sur ./, puis déterminer sa valeur
exacte par le calcul.

g .
Exercice 3

On rappelle que la fonction arctan est définie comme la fonction réciproque de la restriction de la fonction
tangente a I’intervalle | — 7; 5.
Soit f la fonction définie sur R* par :

f(x)=arctan (x)-+ arctan (1>
x

1/ a) Justifier que la fonction f est définie sur R* et étudier sa parité.

b) En utilisant uniquement les valeurs remarquables de la fonction tangente, calculer la valeur
exacte de f(1) etde f(—1).
2/ a) En utilisant les limites connues de la fonction arctan en +oo et —oo, déterminer 1im+ f(x)
z—0
et lim f(x).
z—0~
b) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en 0 ? Justifier graphiquement ce qui
se passe a 1’origine.
3/ a) Déterminer les limites de f(z) lorsque x tend vers +oco et vers —oo.

b) En déduire les équations des asymptotes horizontales a la courbe de f aux voisinages de I’infini.
4/ Soit x un réel strictement positif (z > 0). On pose 6 = arctan(x).

a) A quel intervalle appartient le réel 6 ? Exprimer 2 en fonction de tan(6).
1

tan(6)

b) En utilisant la formule de trigonométrie usuelle tan (g — 9) = , démontrer que pour

toutz > 0:

1 T
arctan | — | = 5 arctan(x)

X

5/ a) Déduire de la question précédente une expression trés simple de f(z) sur |0; +o00|, puis sur
| — 00;0[ (en utilisant la parité).
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b) Donner le tableau de variations complet de f sur R* (il ne nécessite aucun calcu § dér'Qg’e)_.
6/ On considére la fonction g définie sur [0; 1] par g(x) = arctan(z) —x. On donne la valeu gf)prﬁ?h%f '

arctan(1) ~ 0,785.

a) En utilisant le fait que pour tout = €]0; 1], tan(x) > x (et donc par réciproque que arctan(x) <
x), déterminer le signe de g(x) sur ]0; 1].

b) Montrer que I’équation arctan(z) = % admet une unique solution « sur ]0; 1].

Exercice 4

Soit la fonction f définie sur I’intervalle I =] — 1; 1] par :

()= arctan (1 2 >

— 2
1/ a) Justifier que la fonction f est bien définie sur I’intervalle /.

b) Etudier la parité de la fonction f sur I.

1
¢) Calculer les valeurs exactes de f(0) et de f (ﬁ) en utilisant uniquement les valeurs de

référence de la fonction tangente.

2
2/ a) Déterminer la limite de lim z 5 -
rz—=1- 1 —
b) En déduire la limite de lim f(x), puis par parité, en déduire  lim f(z).
Tz—1— z——1+

¢) La courbe représentative de f admet-elle des asymptotes ? Justifier la réponse.

3/ Soit znl, on pose 6 = arctan(z).
. . T m
a) Justifier avec précision que 6 € } i [
2tan(6)

b) En utilisant la formule de duplication trigonométrique tan(260) = 1‘[72(9)
— tan

, démontrer que

pour tout z €] — 1; 1] :
f(z) = 2arctan(x)

4/ a) En utilisant la stricte monotonie de la fonction arctan, déterminer le sens de variation de f sur
I’intervalle I sans effectuer de calcul de dérivée.
b) Donner 1’équation de la droite tangente a la courbe de f a I’origine .
5/ a) Démontrer que la fonction f réalise une bijection de I’intervalle I =] — 1; 1] vers un intervalle
J que I’on déterminera.
b) Dresser le tableau de variations complet de la fonction f sur I, en y incluant les limites aux
bornes ainsi que I’intervalle image J.

6/ Onnote f~!: J — I la fonction réciproque de la fonction f.

a) Soity € J. Résoudre I’équation f(z) = y d’inconnue = € I.

b) En déduire I’expression explicite de f~!(y) en fonction de y a I’aide d’une fonction trigono-
métrique usuelle.

——>0C—D0<~
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