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I— Enoncés des exercices

Exercice 1

1/ a) Donner la négation des propositions suivantes :
% P:"VzeR)(FyeR):z+y=0"
% Q:"(FaeR):a® <a"
b) Donner la valeur de vérité des propositions suivantes :
% R:"(Vx € R);2x+3>0"

1
* S:"(Vw>0):;<x"

2/ Démontrer par I’absurde que : /5 ¢ Q

3/ Soient a et b deux réels, montrer par contraposition que :

(a#b et a+b#—1) = (a®>+a #b>+b)

4/ Démontrer par récurrence que :

(Vn e N*);94+ 13+ 17+ ...+ (4n+5) =n(2n+7)

Exercice 2

Partie A :

1/ Résoudre dans I’ensemble R les équations suivantes :

o (E1): (4z+6)(3—T7x) =0
o (F3):222 —x—6=0

o (F3):2%=16

o (Ey):42® —20x+25=0
o (E5):322+2+5=0

2/ Résoudre dans I’ensemble R les inéquations suivantes :

o (I1):(2z+5)(2—2)<0
o (I3):32%> —5x+2>0
R 213z -4

L) TOr 2
o () i, — <0
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Partie B : § ~a
Une entreprise marocaine produit et commercialise un produit X. > A %%\@% ‘

» La quantité demandée par les consommateurs (en milliers d’unités) en fonction du prix unitaire x
(en Dirhams)est donnée par : D(x)= — 2x+50.

* La quantité offerte par I’entreprise (en milliers d’unités) en fonction du prix unitaire  (en Dirhams)
est donnée par : O(xz)=x+11.

¢ Le cott total de production (en milliers de Dirhams) pour une quantité ¢ produite est modélisé par :
C(q)=¢* — 3q+15.

1/ Déterminer le prix d’équilibre.
2/ Déterminer la zone de rentabilité.

3/ Quelle quantité, ’entreprise doit-elle produire pour que le bénéfice soit maximal ? et quel sera le
montant de ce bénéfice ?

Exercice 3

Partiel :

Résoudre dans 1’ensemble R? le systéme linéaire suivant, en utilisant la méthode de votre choix.

T+ vy =45
dx + Ty = 225

Partie Il :

Un cabinet de conseil financier a Casablanca organise un séminaire de formation sur deux jours. Au total,
45 participants ont assisté a cet événement. Le cabinet propose deux types de tarifs :

* Un tarif étudiant (A) fix¢ a 200 Dirhams par personne.
* Un tarif professionnel (B) fixé a 350 Dirhams par personne.

A la fin de cet événement, la recette totale pergue par le cabinet s’¢léve a 11 250 Dirhams. Déterminer le
nombre d’étudiants et le nombre de professionnels qui ont participé a ce séminaire.
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II- Corrigés de exercices @@“W S \
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Solution Exercice 1 g9 4

1/ a) Négation des propositions P et ()
* Négation de P : B
P:”(FzeR)(VyeR):z+y#0”
* Négation de Q) : B
Q:"(VaeR):a®>a”
b) Valeur de vérité des propositions R et S

* Proposition R : ”(Vz € R); 22+ 3 > 0”
Fausse. En effet, il suffit de trouver un contre-exemple. Pour x = —=2 € R, ona 2(—2) +
3=—-44+3=-1,et—-1<0.

1
* Proposition S : ”(Vz > 0) : — < z”
x

1 1 1
Fausse. Prenons par exemple z = 3 > 0.0na— =2etx = 3 Or2 > > donc
x

I’inégalité n’est pas vérifiée pour tout x > 0.

2/ Démonstration par I’absurde : /5 ¢ Q

Supposons par I’absurde que v/5 € Q. Alors il existe deux entiers naturels non nuls p et g tels que

V5 = g, avec la fraction P irréductible .
q q

En élevant au carré, on obtient :
2
5= p—Q = p® = 5¢°
q
Cela implique que p? est un multiple de 5. Comme 5 est un nombre premier, alors p est aussi un
multiple de 5. 11 existe donc un entier & tel que p = 5k.

En remplagant dans 1’égalité p*> = 5¢°, on a :
(5k)2=5¢> = 25k% = 5¢° — 5k% = ¢°
Cela implique que ¢ est un multiple de 5, et donc que g est aussi un multiple de 5.

Conclusion : p et g sont tous les deux des multiples de 5, ce qui contredit le fait que la fraction L
q

soit irréductible . Par conséquent, notre supposition est fausse, et on en déduit que :

V5¢Q

3/ Démonstration par contraposition

Pour montrer ’implication A == B par contraposition, on montre son équivalente B =—> A.
On veut donc prouver que :

(@ +a=0+b) = (a=b ou a+b=—1)

Supposons que a + a = b% + b. Alors :
- 4+a-b=0 = (a—Db)(a+b)+(a—b)=0
— (a—b)[(a+b)+1] =0
= (a—b)=0 ou (a+b+1)=0
= a=b ou a+b=-—

La contraposée est vérifiée, I’implication de départ est donc démontrée.
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4/ Démonstration par récurrence &
Soit la proposition P(n) : 94134+ 17+ --- + (4n + 5) = n(2n + 7) pour tout n € ) %%\@% /
* Initialisation : Pour n = 1. Le premier terme de la somme (pour n = 1) est 4(1) + 5 =9
Le membre de droite vaut 1 x (2(1) +7)=1x9=0.
La propriété P(1) est donc vraie.
+ Hérédité : Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que :
94+ 134+17+---+(4n+5)=n2n+7)
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que la relation reste vraie au rang suivant :
94+ 13+17+ -+ (dn+5)] + (4n+1)+5) = (n+1)(2(n+1)+7)
En utilisant I’hypothése de récurrence pour la partie entre crochets, on a :
[9+13+17+ -+ (4n+5)] + (4(n+1)+5) =n(2n+7) + (4n+ 4+ 5)
=2 4+ Tn+4n+9
=2n*+1ln+9
Développons maintenant le résultat attendu pour P(n + 1) :
n+1)2n+1)+7) =®m+1)2n+2+7)
=(n+1)2n+9)
=224+ 9n+2n+9
=2n’+11n+9
Les deux expressions sont égales, 1’hérédité est prouvée.
* Conclusion : Par le principe de récurrence, on a bien pour tout n € N* :
9+13+17+.- <+ (4n+5) =n2n+7)
Solution Exercice 2
Partie A :
1/ Résoudre dans I’ensemble R les équations suivantes :
—6 3
o (F1):(4x+6)(3 —Tx)=0 <—= 42 +6=00u3—-Tex =0 <= z= 5 ouE=~+
= = 3 ouzx = 3
-2 T
Alors :
3 3
S=¢——,=
{2r)
o (FE3):2x2%—x—6=0 estune équation du second degré dont le discriminant est A = b? —4ac =
(—1)2=4x(2) x6 = 49 donc A > 0 par conséquent I’équation (F5) admet deux solutions distinctes
—b-VA _1-7_ 3 —b+VA 147
o 2 1 2 =" 2a 1
3
5= {3l
2
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o (E3):x%?=16 < x=4ouxz =4Alors: § \\‘}* \
5 o~ @i/
S = {—4,4} C N Y

o (E4):4x? — 20x+25=0 est une équation du second degré dont le discriminant est A =

. : —b
b% — dac = (—20)% — 4 x 4 x 25 = 0 donc I’équation (E,) admet une solution double 79 = — =
a

o (2

5
3= Alors :
o (E5):3x242+5=0 estune équation du second degré dont le discriminant est A = b? —4ac =
12— 4 x 3 x 5= —59 donc A < 0 par conséquent I’équation (Ej5) n’admet aucune solution réelle
.Alors :
S=20

2/ Résoudre dans I’ensemble R les inéquations suivantes :
e (I1):(2z+5)(2—2)<0

)
Ona2xr+5=0 < a::—iet2—a::O <= 1z = 2. On dresse le tableau de signe du
produit :
5
a —00 —= 2 400
2
2r + 5 = 0 aF S
2 -z + + 0 -
2z + 5)(2 — z) = 0 + 0 -

D’apres le tableau de signe on a :

o (I2):3z2 -5z +2>0.

Enposanta = 3,b = —5, ¢ = 2 le discriminant A = b? —4ac = (=5)? —4x3x2=25-24 =1

-b—vVA 5-1 2
2a 6 3

donc A > 0 alors I’équation 322 — 5z +2 = 0 admet deux solutions z; =
—b+VA _5+1

= 1.Comme a = 3 > 0 on a le signe du trindme 322 — 5z + 2 est

et xo =

a 6
positif a I’extérieur des racines et négatif entre les raines. D’ou le tableau de signe du trindme est :
2
z —00 — 1 +00
3
322 — bx + 2 + 0 - 0 +

Alors :
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—x24+3x—4 <> \

° I3) : < 0. N
(Zs) 5— 2 §= S q}f‘
Déterminons le signe de —22 + 3z — 4 et de 5 — 2. B

—2% + 3z — 4 est un trindme dont le discriminant est A = 32 — 4 x (—1) x (—4) =9 — o=
donc A < 0 par conséquent le signe de —22 + 32 — 4 est le méme que celui de (—1) on peut donc

2
= —4
dresser le tableau de signe de i :
5 —2x
5
z - = +
00 5 00
—z%2 + 3z — 4 — =
5 — 2x - 0 _
—p2 _
ik _ .
5— 2z

Alors :

Partie B :
1/ Détermination du prix d’équilibre

L’équilibre du marché est atteint lorsque la quantité offerte par 1’entreprise est égale a la quantité
demandée par les consommateurs, c’est-a-dire :

O(z) = D(z)

En remplagant par les expressions de I’énoncé, on obtient :

r+11=-2xr+50 — x+2x=50—-11

— 32 =39
39

— p= =13
T3

Conclusion : Le prix d’équilibre du marché est de 13 Dirhams.
A ce prix, la quantité d’équilibre échangée sur le marché est :

g = 0O(13) = 13 + 11 = 24 (soit 24 000 unités).

2/ Détermination de la zone de rentabilité

L’entreprise vend sa production au prix d’équilibre x = 13Dirhams. La fonction de recette totale est
donc donnée par R(q) = 13q.
L’entreprise réalise un profit si son bénéfice B(q) est strictement positif, soit R(q) — C(q) > 0.

Exprimons la fonction de bénéfice B(q) :
B(q) = R(q) — C(q)
= 13q — (¢* — 3¢ + 15)
=—¢*+16¢g—15

Résolvons I’inéquation du second degré : —¢® + 16g — 15 > 0.
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oL N
 Calcul du discriminant (A) : aveca = —1,b = 16 et ¢ = —15. §V \\‘) \
28
A = b% — 4ac = 16% — 4(—1)(—15) = 256 — 60 = 196 ¢ %@i/,

Comme A > 0, le trindme posseéde deux racines réelles distinctes (v/196 = 14) :

-16—-14 —30 -16+14 -2
Q= 2(—1) 2_2:15 et QQZﬂZZZI
* Tableau de signes du bénéfice :
q —00 1 15 +00
B(q) - 0 + 0 -

Conclusion : Le bénéfice est strictement positif entre les deux racines. La zone de rentabilité de
I’entreprise s’étend pour une quantité de production comprise entre 1 et 15 (soit entre 1 000 et 15
000 unités), soit I’ensemble-solution :

S =|1; 15[

3/ Quantité pour un bénéfice maximal et montant de ce bénéfice

La fonction de bénéfice B(q) = —¢* + 16q — 15 est une fonction de second degré sous forme d’une
parabole orientée vers le bas (a = —1 < 0). Elle admet un maximum au sommet de coordonnées
(a; B).
* Quantité optimale (qo) :
b 16 16
Go=—"—"——"Sb—=—=238

L’entreprise doit donc produire et vendre 8 (soit 8 000 unités) pour maximiser son profit.
» Montant du bénéfice maximal (B(8)) :

B(8) = —(8)% 4 16(8) — 15 = —64 + 128 — 15 = 49

Conclusion : Pour obtenir un bénéfice maximal, I’entreprise doit produire 8 000 unités, et le mon-
tant de ce bénéfice sera de 49 000 Dirhams (puisque le coit et la recette sont exprimés en milliers
de Dirhams).

Solution Exercice 3

Partie I : Résolution du systeme linéaire

On souhaite résoudre dans R? le systéme suivant :

T+ y=45

dx + Ty = 225
Utilisons la méthode du déterminant (méthode de Cramer) :

1. Calcul du déterminant principal (A) :

11
- =(1x7)-(1x4)=7-4=3
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-

Comme A # 0, le systéme admet un couple unique de solutions (z; y). §V \\? \

L éi/

2. Calcul du déterminant lié a = (A,) : = Ay oY
45 1

Tz =

— (45 x 7) — (1 x 255) = 315 — 225 = 90
225 7

3. Calcul du déterminantli¢ a y (A,) :

1 45
y = = (1x225) — (45 x 4) =225 — 180 =45
4 225
4. Détermination des solutions :
P
S el b
A, 45
Y=A "3

Conclusion : L’ensemble des solutions est : S = {(30; 15)}.
Partie II : Application économique

1. Choix des inconnues :

* Soit x le nombre d’étudiants ayant participé au séminaire.

* Soit y le nombre de professionnels ayant participé au séminaire.
2. Mise en équation du probléme :

* Le nombre total de participants est de 45, d’ou :
x+y=45
» La recette totale s’¢éléve a 11 250 Dirhams, d’ou :

200z + 350y = 11250

3. Simplification du systéme : En divisant tous les termes de la deuxiéme €quation (200x + 350y =
11250) par 50, on obtient :

200 350 11250
gy = 4 =22
20 z+ 50 Y 50 = 4dx+ Ty 5

Le systéme se raméne donc exactement a celui résolu dans la Partie I :

x+y=45
dx + Ty = 225

4. Conclusion économique : D’apres les résultats de la Partie I, on en déduit directement sans calcul
supplémentaire que le cabinet a accueilli :

* 30 étudiants (x = 30)
* 15 professionnels (y = 15)
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