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PEN-ALT Exercice 1

1. Soient a, b et c trois nombres réels strictement positifs tels que abc = 1.
Montrer par l’absurde la proposition suivante :(︃

1

a
+

1

b
+

1

c
≥ a+ b+ c

)︃
=⇒ (a ≤ 1 ou b ≤ 1 ou c ≤ 1)

2. Soit n ∈ N∗. Montrer par récurrence que :

n∑︂
k=1

k

(k + 1)!
= 1− 1

(n+ 1)!

3. Résoudre dans R l’équation suivante en utilisant une disjonction de cas rigoureuse :√︁
x2 − 4x+ 4 + |2x− 1| = 3

4. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n tel que n ≥ 4 on a l’inégalité suivante :

2n < n!

5. Montrer qu’il n’existe pas de polynôme P à coefficient dans Z tel que P (2) = 5 et P (6) = 11.

PEN-ALT Exercice 2

Soit E un ensemble non vide. Pour toutes parties A et B de E, on note∆ l’opération de différence symé-

trique définie par : A∆B = (A \B) ∪ (B \A).

1. Montrer que pour toutes parties A, B et C de E :

(A∆B) ∩ C = (A ∩ C)∆(B ∩ C)

2. On considère dans P(E) l’équation d’inconnue X suivante :

A∆X = B

(a) Montrer que si cette équation admet une solutionX , alors cette solution est unique et s’exprime

nécessairement sous la forme X = A∆B.

(b) Vérifier que la partie X = A∆B est effectivement solution de l’équation.
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PEN-ALT Exercice 3

Soit l’application f : R → R définie par :

f(x) =
2x

1 + x2

1. L’application f est-elle injective? Justifier rigoureusement votre réponse.

2. Déterminer l’ensemble image f(R). L’application f est-elle surjective de R dans R?

3. On considère la restriction g de f définie de [−1, 1] vers [−1, 1].

(a) Montrer que g est une application bijective.

(b) Déterminer explicitement l’expression de sa bijection réciproque g−1(x) pour tout x ∈ [−1, 1].

PEN-ALT Exercice 4

Soient A et B deux parties d’un ensemble non vide E.

On considère l’application Φ : P(E) → P(A)× P(B) définie par :

∀X ∈ P(E), Φ(X) = (X ∩A,X ∩B)

1. Montrer que : Φ est injective ⇐⇒ A ∪B = E.

2. Montrer que : Φ est surjective ⇐⇒ A ∩B = ∅.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que Φ soit bijective. Exprimer

alors explicitement Φ−1(Y, Z) pour tout (Y, Z) ∈ P(A)× P(B).

Bon courage
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