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I— Enoncés des exercices

Exercice 1

Donner la négation et la valeur de vérité des propositions suivantes :
P1 >
P2 .
P3 .
P , 2n + 1 est pair

Pﬁl

(
(
(

Py: (VneN)(BmeN),n<m
(
VaeR)(FbeR),b—a>0
(

P:(3z€Z),i+1€Z

Exercice 2

Soient P, (), R des propositions. Montrer que les propositions suivantes sont des lois logiques :

P: PAQ) & (PVQ) [P,:1(PVQ) & (PAQ)
P3: [PA(QVR) < [(PAQ)V (PAR) [PV(QAR)] < [(PVQ)A(PVR)

Exercice 3

Ecrire a I’aide des quantificateurs les propositions suivantes :
Py : Le carré de tout nombre réel est positif.
P, : Certains nombres réels sont supérieurs a leur carré.

P5 : Aucun entier naturel n’est supérieurs a tous les autres.
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P, : Tous les nombres réels ne sont pas rationnels. Ny

Ps5 : Entre deux réels distincts quelconques existe un rationnel. %ob

\J . . .
Exercice 4 : Raisonnement direct

1/ Soit (z,y) € R%. Montrer que :

O<x<?2 1 1
— —+->1
O<y<?2 r Yy

2/ Soit x € RT. Montrer que : =1-yz = =0

1
1+ z
3/ Montrer que : (V(z,y) e RT?) ;o +y+2=2z+2/y = s=y=1

4/ Montrer que : (V(a,b) € ]RQ) sa2+ =1 = |a+b <2

5/ Montrer que : (Vn € N )

\J . . o e .
Exercice 5 : Raisonnement par disjonction des cas

1. Résoudre dans R, les équations suivantes :
a/|lr—2|=3 b/ |2z| — |z + 1| =5
c/2—z| +3z+ 2=z + 5 W) 22 — |z 2| +1=0

2. Montrer que : (Vn € N); n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3

. Exercice 6 : Raisonnement par la contraposée

i

1/ Soit (x,y) € R2. Montrer que : (@ # 2ety #2) = 22+ 2y — 2y — 2 # 2

T+ 2
T+5

2/ Soitz € R\ {—5}. Montrer que : © # —8 — # 2

3/ Soit n € N. Montrer que : n? est pair = n est pair

4/ Soit (z,y) € R2. Montrerque : x #y = (z+1)(y—1) # (x —1)(y + 1)

Exercice 7 : Raisonnement par I’absurde

1/ Soit a > O et b > 0. Montrer que : = — a=25b

2/ Montrer que : /2 ¢ Q
3/ Montrer que : /3 ¢ Q
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\J . .
Exercice 8 : Raisonnement par contre exemple /

1/ Montrer que la proposition P : "(Vx € [0,1]); 22 > 2" est fausse.

e,
%

1

/

m
I
"%4
\

2/ On considére la fonction f définie sur R par: f(z) = 222 — 2 + 3.
Montrer que la fonction f n’est ni paire ni impaire.

3/ Montrer que la proposition @ : "(Vx € R)(Jy € R) : 22 — xy + y*> = 0" est fausse.

g . . 4 . .
Exercice 9 : Raisonnement par équivalences successives

1/ Soit z € R. Montrer que :

—
[\

Wl N

1
—1<: e Z<
le=1]<3 5= z+1

<
2/ Résoudre dans R, I’équation (F) : V22 + 1 = 2.

3/ a) Montrer que : (V(a;b) € (RT)?);a+b=0 < a=b=0.
b) En déduire que : (V(m; y) € ]R2) ;

Va2 + 1492 +1=2 < a2=y=0.

\J . . y
Exercice 10 : Raisonnement par récurrence

Démontrer par récurrence que :

5/ (VneN, n>6);2"> (n+2)
1
6/ (VnEN*);1+2+3+4+...+n:@
7/ (VneN*)'12+22+32+...+n2:n(n+1)(2n+1)
’ 6
8/ (VneN*);13+23+33+...+n3:”(”:>

9/ (Vn €N);1+2+22423 ... 420 =2nfl 1

n(n+1)(n+2)
3

10/ (VneN*);1x242x34+3x4+---+n(n+1)=
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II- Corrigés des exercices

Solution exercice 1

/ é\‘\/w \\\ )

v

N\
50

4

Donner la négation et la valeur de vérité des propositions suivantes : [cite : 1]

Prop. | Proposition Négation Valeur
P | (VreR),22>1 3z €R), 22 <1 Fausse
P, | (3zeR),22-2=0 (Vr €R), 22 -2 #0 Vraie
P;s | (WneN), €N (IneN), 5 ¢N Fausse
Py | (YneN)(3meN),n<m (FneN)(YmeN),n>m Vraie
Ps | (3n € N), 2n + 1 est pair (Vn € N), 2n + 1 est impair Fausse
Ps | MaeR)(FIEeR),b—a>0 (JaeR)(VbER),b—a <0 Vraie
P | (QzeZ),3+1€Z (Vz € Z) ou (3z,y...) Fausse

Solution exercice 2

P :(PNQ) & (F \% @) est une loi logique appelée ”Loi de Morgan”
P Q|P|Q|PAQ|PAQ|PVQ | P
I 1 1,101]0 1 0 0 1
I 1001 0 1 1 1
O|1]11]0 0 1 1 1
Oj0]|1]1 0 1 1 1
P:(PVQ) < (F A @) est une loi logique appelée ”Loi de Morgan”
PIQ|P|Q|PVQ|PVQ|PAQ | P
L1 1,701]0 1 0 0 1
I 10101 | 0 0 1
O 1| 1]0 | 0 0 1
O[O0 1]1 0 1 1 1

oPy: [PA(QVR) &

[(PAQ)V

(P A R)] est une loi logique.

Logique et Raisonnement
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P|Q|R|QAR|PV(QAR)|PVQ|PVR|(PVQ)A(PVR)&¥Ps
111 1 1 1 1 1
1l1lo] o 1 1 1 1
1lol1] o 1 1 1 1
1lofo| o 1 1 1 1
ol1]1] 1 1 1 1 1
ol1]o] o 0 1 0 1
olo[1] o 0 0 1 1
ololo] o 0 0 0 1

eP3:[PAN(QVR)]<[(PAQ)V (P A R)] estune loi logique.
P|Q|R|QAR| PV(QAR) | PVQ | PVR | (PVQYAN(PVR)| Ps
1 (11 1 1 1 1 1 1
1{1]0 0 1 1 1 1 1
1101 0 1 1 1 1 1
110]0 0 1 1 1 1 1
01711 1 1 1 1 1 1
0|10 0 0 1 0 0 1
0011 0 0 0 1 0 1
0100 0 0 0 0 0 1

Solution exercice 3

Pli

PQZ

( )
( )

Py: (VneN)(FmeN):n<m
Py ( )
( )

P;: VzeR)(MWyeR) z<y = (Fg€Q): 2 < q<y]

Solution exercice 4

1/ Soit (x,y) € R%tel que 0 < x < 2et0 < y < 2. On a d’une part :

—_

1
0<zr<2 — — > —
T

\]

D’autre part :

1 1
O<y<2 = —>
y 2

En sommant ces deux inégalités strictes de méme sens, on obtient directement :

1 1 1 1 1 1
=F=2=0= = = =>1
zr y 2 2 r oy
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2/

3/

4/

La proposition est donc démontrée. § Ny \
(=)

Sl
! 1 — /. En multipliant les d bres pa (1 $«§§§/
= 1 — /2. En multipliant IS d€ux memores ; y

e . P

(qui est strictement positif donc non nul), on obtient :

1= (1-v3)(1+va)

On reconnait une identité remarquable (a — b)(a + b) = a® — b? :

Soit z € R™. Supposons que |

1=12—(v2)? = 1=1—2
En retranchant 1 des deux cotés, il vient :
O=—-—2 = =0

L’implication est validée.
Soit (z,y) € R tel que = + y + 2 = 2,/z + 2,/y. Regroupons tous les termes du méme coté de
I’égalité :

T—2/r+y—2/y+2=0
On peut séparer la constante 2 en 1 + 1 pour faire apparaitre des identités remarquables :

(z—2vr+1)+(y—2y/y+1)=0
Puisque z et y sont positifs, on peut écrire z = (y/)? ety = (,/7)*:
(Vz)? —2ve +1) + ((Va)* -2y +1) =0
(Ve -1+ (vy—-1)*=0

La somme de deux carrés de nombres réels est nulle si et seulement si chaque carré est nul :

{( x:1)§:0 :{\/5:1:() :>{\/5:1 :>{x:1
(Vy—1)7=0 Vi—1=0 Ji=1 y=1

Onabienx =y = 1.

5%

Soit (a, b) € R? tel que a®+b> = 1. On sait que pour tout couple de réels, le carré de leur différence
est positif ou nul :

(afb)220 — a2 —2ab+ 1> >0 = a®>+b>>2ab

Comme a® + b? = 1, on en déduit que :
1> 2ab

Ajoutons a? + b? (qui vaut toujours 1) des deux cotés de cette inégalité :
(a® 4+ b%) +1> (a® + b?) + 2ab
1+1>a*+2ab+b°
2> (a+b)?
En prenant la racine carrée des deux cotés (rappel : vV X2 = |X|), on obtient :

la+0b] < V2

L’implication est démontrée.

Logique et Raisonnement 6 https ://www.dimamath.com
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e

. . on+1 . & N
5/ Soit n € N. Analysons la fraction ol On remarque que pour tout entier naturel 7 ; § f\ﬁ‘ _
n ,
S

a

ENG
n+l<n+2 3

Puisque n + 2 > 0, on peut diviser I’inégalité par n + 2, ce qui donne :

n+1

<1
n+2

De plus, comme n > 0, le numérateur et le dénominateur sont strictement positifs, donc :

n—+1
n-+ 2

0<

On a ainsi encadré notre fraction entre deux entiers consécutifs :

n—+1
n+ 2

0< <1

Il n’existe aucun entier naturel strictement compris entre 0 et 1. Par conséquent :

n—+1
n+ 2

¢ N

Solution exercice 5

1/ Résolution des équations

a) Equation : |z — 2| = 3 Par définition de la valeur absolue, deux cas se présentent :
e lercas:z—2=3 —= =95
*2¢mecas:z—2=-3 —= z=-1
Les deux solutions appartiennent bien a R. Ainsi : S = {—1;5}.
b) Equation : 22| — |z + 1| = 5 Etudions le signe des expressions sous les valeurs absolues :
2z s’annule en O et = + 1 s’annule en —1. Nous dressons trois cas d’étude :
* lercas:z €] — oo, —1]
L’équation devient : —2x — (—(x+1)) =5 — —2z4+z2+1=5 — —r=4 =
= —4
Comme —4 €] — oo, —1], c’est une solution valide.
* 2¢émecas:x €| —1,0]
L’équationdevient: —2x—(z+1) =5 = —3z—1=5 = -3 =6 — z = —2.
Or, —2 ¢] — 1, 0], cette valeur est rejetée.
* 3eme cas : x €]0, +00[
L’équation devient: 22 — (z+1) =5 = z—1=5 = z =6.
Comme 6 €]0, 400], ¢’est une solution valide.
L’ensemble des solutions est : S = {—4;6}.

¢) Equation : |2 — 2|+ 3242 = |+ 5| Les valeurs charniéres sont z = 2 et z = —5. Analysons
les trois intervalles :
* lercas:z €] — oo, —5]
L’équation s’écrit: (2 —x)+3x+2=—(x+5) = 20+4=—-x—-5 = 3z =
-9 = z=-3.
Or, —3 ¢] — oo, —5], cette valeur est rejetée.

Logique et Raisonnement 7 https ://www.dimamath.com
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L’équation s’écrit: (2 —z)+3z+2=2+5 = 2z+4=2+5 =
Comme 1 €] — 5, 2], c’est une solution valide.

&VVMU

* 2émecas:x €| — 5, 2] § &
=0

S

st

* 3éme cas : x €]2, +00[
L’équations’écrit:— (2—z)+32+2 = 245 = 4o =245 = 3o =5 = z=3.
Or, 2 ~ 1.67 ¢]2, +00], cette valeur est rejetée.

L’ensemble des solutions est : S = {1}.
d) Equation : 22 — |z — 2| + 1 = 0 Le signe dépend de la position de x par rapport a 2 :

« lercas:z €] — oo, 2]
L’équation devient : 22— (—(z—2))+1 =0 = 2?2+2-2+1=0 = 2?+2-1=0.
Le discriminant est A = 12 — 4(1)(—1) = 5. Les racines sont :

—1—+5 —1 )
:131:7\[%—1.62 et x2:—+—\C

2 2

=~ 0.62

Ces deux valeurs sont inférieures a 2, elles sont donc acceptées.
* 2éme cas : x €]2, 00|
L’équation devient: 22 — (z —2)+1=0 = 22 -2 +3=0.
Le discriminant est A = (—1)2? — 4(1)(3) = —11. Pas de solution réelle dans ce cas.

L’ensemble des solutions est : S = {_1%‘/5, _1%‘/5}

2/ Divisibilité par 3 Soit n € N. Tout entier naturel n peut s’écrire sous I’une des trois formes suivantes
selon son reste dans la division euclidienne par 3 : 3k, 3k + 1 ou 3k + 2 (ou k£ € N). Posons
P(n)=n(n+1)(n+2).

* lercas:n =3k
P(3k) =3k(3k+1)(3k +2) =3 x [k(3k + 1)(3k + 2)].

C’est un multiple de 3.

* 2émecas:n =3k + 1
PBk+1)=0Bk+1)Bk+1+1)Bk+1+2)=3k+1)(3k+2)(3k + 3).
En factorisant le dernier terme : P(3k + 1) = 3 x [(3k + 1)(3k + 2)(k + 1)].
C’est un multiple de 3.

* 3¢mecas:n = 3k + 2
P(3k+2) = (3k+2)(3k+ 2 +1)(3k + 2 +2) = (3k + 2)(3k + 3)(3k + 4).
En factorisant le deuxiéme terme : P(3k + 2) = 3 x [(3k + 2)(k + 1)(3k + 4)].
C’est un multiple de 3.

Dans tous les cas, le produit de trois entiers consécutifs n(n + 1)(n + 2) est divisible par 3.

Solution exercice 6

Rappel : Montrer P = (@ par contraposée revient 3 montrer que Q = P.

1. Soit (x, %) € R?. Montrons par contraposée que :
(x#£2ety#2) = 2042y —zy—2#2

Par la loi de Morgan, la négation de la conclusion est 2x + 2y — zy — 2 = 2 et la négation de

Logique et Raisonnement 8 https ://www.dimamath.com
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I’hypothése est (zr =2ouy =2).Ona: § \\‘,\
20 Y
20 +2y —xy—2=2=2x+4+2y—axy—4=0 Y

= 2x-4)+2y—2zy)=0
=2x—-2)—ylx—2)=0
= (@-2)(2—y) =0
=x=2 ou y=2

La contraposée est démontrée. Alors

(x#£2ety#2) = 2042y —ozy—2#2

T+ 2
r+5

£9.

2. Soitz € R\ {—5}. Montrons par contraposée que : x # —8 —>
Soitx # —5.0On a:

x + 2
r+5

=2=xz+2=2(x+5)
=z+2=2x+10
=>z—2x=10-2
=z =—8

La contraposée est vérifiée. Alors :

T+ 2
T+ 5

T # -8 = + 2

3. Soit n € N. Montrons par contraposée que : n? est pair = n est pair.
La négation de «n est pair» est «n est impair».

n estimpair = (ke N):n=2k+1
= n? = (2k +1)?
= n? =4k + 4k + 1
= n?=2(2k% +2k) +1
= (I =2k2+2k):n? =2k +1

= n? est impair.
La contraposée est validée. Alors :

n? est pair = n est pair

4. Soit (x,7) € R2. Montrons par contraposée que : ¢ #y = (v +1)(y — 1) # (z — 1)(y + 1).
Ona:
+y—1=-1y+l)=zy—z+y—1l=ay+zx—y—1
= —r+ty=c—Yy
= 2y =2z
S>y=uz

La contraposée est démontrée. Alors :

r#y = (+1)(y—1)#@@-1)(y+1)

Logique et Raisonnement 9 https ://www.dimamath.com
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A

Rappel : Pour montrer la proposition P = () par un raisonnement par ’absurde, On su&y{bse:@ue é
est vraie et () est fasse et on arrive nécessairement a une contradiction soit avec les données®;,. ou 1nqtra— '
mathématique(exemple 1=0).

1/ Montrons par 1’absurde que : sia > 0 et b > 0, alors : = —> a =0b.Soita > Oet

b > 0, supposons que eta#b.0na:

1+b 1+a

dfracal—l—b:lj)_aé a(l+a) =0b(1+0b)
= a’4+a=b"+b
= a® = +a—b=0
= (a—b)(a+b+1)=0
= a=0b ou a+b+1=0

Ora >0 et b>0donca+b+1%# 0eta # bce quiest absurde . Alors a = b d’apres le
raisonnement par I’absurde. D’ou :
a b

p— :b
146 14a  °

2/ Montrons que : v/2 ¢ Q.
Raisonnons par 1’absurde. Supposons que /2 € Q. Il existe alors deux entiers naturels non nuls p
et g tels que :
V2 = g avec pged(p, q) = 1 (la fraction est irréductible)

En élevant au carré, on obtient :
9

2:p—2 — ])2:2612
q

Cela signifie que p? est pair. Or, le carré d’un nombre est pair si et seulement si ce nombre est pair.
Donc p est pair. Il existe alors un entier k tel que p = 2k.

En remplagant p par 2k dans 1’égalité p?> = 2¢>, on obtient :
(2k)% = 2¢° = 4k? =24 = ¢ =2k

Cela signifie que ¢ est pair, et par conséquent ¢ est également pair.

Puisque p et g sont tous les deux pairs, leur plus grand commun diviseur est au moins égal a 2
(pged(p, q) > 2). Cela contredit I’hypothése de départ selon laquelle la fraction g est irréductible

(pged(p, q) = 1).
On en conclut que I’hypothése de supposition est fausse, d’ot v/2 ¢ Q.

3/ Montrons que : /3 ¢ Q.
Raisonnons par 1’absurde. Supposons que /3 € Q. Il existe alors deux entiers naturels non nuls p
et g tels que :

V3= g avec pged(p,q) =1

En élevant au carré, on obtient :

Logique et Raisonnement 10 https ://www.dimamath.com
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o N
Cela signifie que p? est un multiple de 3. Si un carré est un multiple de 3, alors sa raci e?zgﬁ est@ss%
un multiple de 3. Il existe donc un entier & tel que p = 3k. 2 0 )

En remplagant p par 3k dans 1’égalité p?> = 3¢, on obtient :
(3k)? =3¢> = 9k* =3¢*> = ¢* =3k’

Cela signifie que ¢ est un multiple de 3, et par conséquent g est aussi un multiple de 3.

Puisque p et g sont tous les deux des multiples de 3, leur plus grand commun diviseur est au moins
égal a 3 (pged(p, ) > 3). Cela contredit I’hypothése de départ selon laquelle pged(p, ¢) = 1.

On en conclut que I’hypothése de supposition est fausse, d’ot v/3 ¢ Q.

Solution exercice 8

Rappel : Pour montrer qu’une proposition universelle (Vz € I), A(x) est fausse, il suffit de trouver un
contre-exemple, c’est-a-dire trouver un élément xg € I pour lequel la propriété n’est pas vérifiée.

1/ Montrons que la proposition P : "(Vz € [0, 1]); 22 > " est fausse.

Choisissons par exemple 2o = 3. On a bien 3 € [0, 1].

’ 2= (1)2=1
* D’une part : x5 = (2) =7
1
2

* D’autre part : xg =
* On constate que : i < %, soit a;g < xg.

—

L’inégalité 22 > x n’est donc pas vérifiée pour zg = e
La proposition P est donc fausse.

2/ Soit f la fonction définie par : f(z) = 222 — z + 3. Montrons que f n’est ni paire ni impaire.
Le domaine de définition de f est Dy = R, qui est bien symétrique par rapport a 0. Pour montrer
qu’une fonction n’est ni paire ni impaire, il suffit de trouver un contre-exemple numérique (généra-
lement en calculant f(1) et f(—1)).

Calculons les images de 1 et —1 par f :

s f)=21?-1+3=2-1+3=4

o f(—1)=2(-1)*=1) +3=2+1+3=6
Vérifions les définitions de parité :

* f(—1) # f(1) car 6 # 4, donc la fonction f n’est pas paire.

* f(=1) # —f(1) car 6 # —4, donc la fonction f n’est pas impaire.
Par conséquent, la fonction f n’est ni paire ni impaire.

3/ Montrons que la proposition @ : "(Vx € R)(Jy € R) : 22 — xy + y? = 0" est fausse.

Trouvons un contre-exemple en fixant une valeur pour x. Choisissons x = 1. L’équation devient
alors : y> —y+1=0.

Etudions cette équation du second degré en y en calculant son discriminant A :

A=(—12—-4x1x1=1-4=-3

Puisque A < 0, cette équation n’admet aucune solution réelle y. Autrement dit, pour z = 1, il
n’existe aucun réel y tel que 1 — y + 3> = 0. Donc la proposition () est fausse.

Logique et Raisonnement 1 https ://www.dimamath.com
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-l
Solution exercice 9 / »

\\\,
N
1/ Soit x € R. On raisonne par équivalences successives : §> Q \ / ‘
\ 1|<1 = L o 1<1
vTi=3 2 = =3
<—> 1< <3
— x —
2= — 2
<:}3< +1<5 <:>2< 1 <2
— x —. — —
2~ 2 5 xz+173
Par conséquent :
oot <t e 2o L 2
a’:_ f— — —
-2 5 " xz+17 3
2/ Soitz € R.
Va2 +1=2z <= 2z >0etz’+1=(2z)>
= z>0et32?=1
< x>0et :L‘:ﬁouﬂc:—é
3 3
V3
— TrT=—.
3
. 3
Donc I’ensemble des solutions de (E) est S = {% }

3/ a) Soit (a;b) € (RT)2.
(«<) Sia=b=0,alorsa + b= 0.

(=) Supposons a+ b = 0. Alors a = —b. Comme b > 0,onaa < 0.Ora > 0, donc a = 0.
On en déduitb = —a = 0.

Donca+b=0 < a=0=0.
b) Soit (z;y) € R2. Posons

a=Vaz2+1-1 e b=+y2+1-1.

Comme z°> +1 > 1,onavz2 +1 > 1,donc a > 0. De méme b > 0.
Ainsi (a;b) € (RT)?, et

V2 +1+ VY2 +1=2 < a+b=0

<~ a=b=0 (d’apres la question 3/a/)
= m:letmzl

— x2:06ty2:0

<— =y =0.

Donc Va2 + 1+ /42 +1=2 < z=y=0.
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1/

2/

3/

4/

5/

Solution exercice 10 / §‘V ‘S SN
(=)

Soit P(n) : «3" > 1+ 2n».
Initialisation. Pourn = 0:3° =1 > 1+ 0 = 1. Donc P(0) est vraie.

5‘ -si) |

N\
Y

Heérédité. Soit n € N; supposons P(n) vraie, ¢’est-a-dire 3" > 1 + 2n. Alors
3" =3x3">3(1+2n)=3+6n>3+2n=1+2(n+1),

car 6n > 2n. Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. (Yn € N); 3" > 1+ 2n.

Soit P(n) : «2™ > 6n» pour n > 5.
Initialisation. Pour n = 5 : 2° = 32 > 30 = 6 x 5. Donc P(5) est vraie.

Hérédité. Soit n > 5; supposons 2™ > 6n. Alors
2"l =2 % 2" > 120 = 6n + 6n > 6n + 6 = 6(n + 1),

car 6n > 6 (puisque n > 5). Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. (¥Yn € N, n > 5); 2" > 6n.

Soit P(n) : «n3 + 2n est divisible par 3».
Initialisation. Pourn, = 0: 0% +2 x 0 = 0 = 3 x 0. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N; supposons n3 4 2n = 3k avec k € N. Alors

n+12+2n+1)=n243n24+3n+1+2n+2
= (n®+2n)+3n2+3n+3
=3k+3(n’+n+1)=3(k+n?+n+1),
avec k +n? +n+1 € N. Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. (Yn € N); n® + 2n est divisible par 3.

Soit P(n) : «4™ + 6n — 1 est divisible par 9».
Initialisation. Pourn, = 0:4° + 0 — 1 =0 = 9 x 0. Donc P(0) est vraie.
Heérédité. Soit n € N; supposons 4™ + 6n — 1 = 9k avec k € N, donc 4" = 9k — 6n + 1. Alors
4 L 6(n 1) —1=4x4"4+6n+5

= 4(9k —6n+1) +6n+5

=36k — 18n + 9 = 9 (4k — 2n + 1),
avec 4k — 2n + 1 € Z. Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. (Yn € N); 4™ + 6n — 1 est divisible par 9.
Soit P(n) : «2" > (n 4 2)?» pour n > 6.
Initialisation. Pour n = 6 : 26 = 64 = 82 = (6 + 2)2. Donc P(6) est vraie.
Hérédité. Soit n > 6; supposons 2" > (n + 2)2. Alors

2"l — 2 % 2" > 2(n 4 2)%.
Or
2n+22 - (n+3)2=2n2+8n+8-n2—6n—-9=n>4+2n—-1>0

carn > 6. Donc 2"t > 2(n+2)2 > (n+3)2 = ((n+ 1) +2)%: P(n + 1) est vraie.
Conclusion. (Yn € N, n > 6); 2" > (n + 2)2.
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e

g
. nn+1) N
6/ Soit P(n) :«14+2+---4+n=——» N
" 2 S &
0070 . 1x2 . g.%
Initialisation. Pourn =1:1 = - Donc P(1) est vraie. -

Heérédité. Soit n € N*; supposons P(n) vraie. Alors

n(n+1)
2

= (n+1) (3 +1) =

1+424---4+n+(n+1)= +(n+1)

(n+1)(n+2)

2
Donc P(n + 1) est vraie.
1
Conclusion. (Yn € N*);14+2+---+n = n(n2—|—)
1)(2 1
7/ Soit P(n) : «12 4+ 22 4+ ... 4 n? = T A )6( nt )».
1x2x3 :
Initialisation. Pourn =1:12 =1 = % Donc P(1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*; supposons P(n) vraie. Alors
1)(2 1
24?4 (nt1)2 = B E )6( nt D (1)
_ (n+1)[n(2n4+1)+6(n+1)]
N 6
~ (n+1)(2n* + Tn +6)
6
(n+1)(n+2)(2n+3)

6

m+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)

C’est bi
est bien 5

,donc P(n + 1) est vraie.

1)(2 1
Conclusion. (vneN*);12+22+...+n2:”(”+ )(2n + )

6
2 2
1
8/ Soit P(n): «13 423 4 ... 4 nd = %».

e e . 3 1 x4 .
Initialisation. Pourn =1:1°=1= 1 Donc P(1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N* ; supposons P(n) vraie. Alors

2 2
n“(n+1
13+--'+n3+(n+1)3:7( I ) +(n+1)°
(412 [n?+4(n+1)]
B 4
_ (n+1)*(n+2)?
= 1 .
Donc P(n + 1) est vraie.

n%(n + 1)2

Conclusion. (Yn € N*); 13+ 23 + ... + n3 = i

9/ Soit P(n) 1«1 +2+22 ... 42" =27l 1,

Initialisation. Pour n = 0 : 1 = 2! — 1. Donc P(0) est vraie.

Logique et Raisonnement 14 https ://www.dimamath.com



1 BACSM Série Corrigée 1 S. El jaafari

Heérédité. Soit n € N; supposons P(n) vraie. Alors

1+2+'._+2n+2n+1:2n+1_1+2n+1:2X2n+1_1:2n+2_1.

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. (Yn € N); 14+2+22 ... 420 =2nfl 1,

n(n+1)(n +2)

10/ Soit P(n) :«1x24+2x3+4+---4+n(n+1)= 3 ».
1x2x3 .
Initialisation. Pourn =1:1x2=2= — Donc P(1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N*; supposons P(n) vraie. Alors

n(n+1)(n+2)

I1x24+---4+nn+1)+(n+1)(n+2) = 3 +(n+1)(n+2)
= (n+1)(n+2) (5+1)

_l’_
(n+1)(n+2)(n+3)
3

Donc P(n + 1) est vraie.

1 2
Conclusion. (Y'n € N*);1 x24+2x3+---+n(n+1) = n(n + g(n"i_ )

« En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue ».

John von Neumann (pionnier de I’informatique et de la logique quantique) :
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