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I— Enoncés des exercices

Exercice 1

Soit n € N. Montrer que :

a) 2n + 5 est impair ¢) 4n? 4 2n + 8 est pair

b) n(n + 1) est pair d) n?+ n + 3 est impair

Exercice 2

Soit n € N. Etudier la parité des nombres suivants :

1/ (2n+1)(2n + 3) 5/ nd+1

2/ 2n% +4n + 1 6/ 32"

3/ 5n?+n 7/ 427+1

4/ n3 —1 8/ n?+n+2

Exercice 3

1) a) Déterminer tous les diviseurs de 34.

b) Déterminer les entiers naturels x et y tels que (z + 1)(y + 2) = 34.

2) Déterminer tous les entiers naturels x et y tels que (z + 1)(y — 2) = 13.

Exercice 4

D@E+)@y+1)=9 3) 22 —y? =128

2) (z+2)(y+3) =21 4) zy+x+2y=19
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S
1) Montrer que 127 est premier. & N %,%\g% /

2) Les nombres suivants sont-ils premiers? 111; 251; 1001 et 512,

Exercice 6

1) Donner les décompositions en produit de facteurs premiers des nombres suivants : 504; 1386;
16093.

2) Déterminer

PGCD(504, 1386) et PPCM (504, 1386)
PGCD(1386, 16093) et PPCM(1386, 16093)
PGCD(504, 16093) et PPCM (504, 16093)

504 16093 . 504
1386° 1386 ~ 16093

3) Ecrire les fractions suivantes sous leur forme irréductible :

Exercice 7

On pose a = 240; b = 135.

1/ Décomposer en produit de facteurs premiers les entiers a et b.

2/ Simplifier au maximum % et Vab.

3/ Calculer PGCD(a, b) et PPCM(a, b).

. . .., L. 1 1
4/ Sans utiliser la calculatrice, calculer sous forme d’une fraction irréductible — + —.
a

b
Exercice 8

Soit n € N. On pose A = (5n + 2)% — n(21n + 16) — 3.

1/ Développer A.
2/ Montrer que A est un carré parfait.

3/ Déterminer la parité de A.

Exercice 9

Soit a, b deux entiers naturels tels que a A b = 12.

1) Déterminer tous les diviseurs de a et b.
2) Sachant que ab = 864 :

a) Calculer a V b.
b) En déduire les valeurs de a et b.
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On consideére les entiers naturels ¢ = 1176 et b = 4950. & %'%\'g% /

1) Décomposer les nombres a et b en produit de facteurs premiers.

2) Déterminer le nombre des diviseurs de chacun des entiers a et b.

3) Déterminera Abeta V b.

4) Déterminer le plus petit entier naturel c tel que a c soit un carré parfait.

5) Déterminer le plus petit entier naturel d tel que b d soit un carré parfait.

Exercice 11

Soit n € Ntel que n > 2.

1) a) Développer et réduire I’expression (n? +n + 1)(n? —n +1).

b) En déduire que I’entier n* + n? 4 1 n’est pas premier.

2) Montrer que le nombre 10101 n’est pas premier.

Exercice 12

Soitn € N. On pose A= 5”"’2 —5"et B = 3n+3 + 37,

1) Ecrire I’entier naturel A sous forme de produit de facteurs premiers.
2) Ecrire I’entier naturel B sous forme de produit de facteurs premiers.

3) Déterminer selon les valeurs de n, A A Bet AV B.

A
4) Donner selon les valeurs de n, la forme irréductible de la fraction B

Exercice 13

Soit n et m deux entiers naturels.

1) Montrer que si m = 3n + 1, alors m? — 1 est divisible par 3.
2) Montrer que si m = 3n + 2, alors m? + 2 est divisible par 3.
3) Montrer que la somme de trois nombres entiers consécutifs est un multiple de 3.

4) Montrer que si (3n + 2m) et (7n + 5m) sont multiples de 5, alors n est un multiple de 5.
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Solution Exercice 1 &Y J

a) 2n+5=2(n+2)+1=2k+1laveck =n+ 2 € N, donc 2n + 5 est impair.

II- Corrigés des exercices

v

b) Raisonnons par étude de cas :
Si n est pair, n = 2k, alors n(n + 1) = 2k(n + 1) est pair.
Sin est impair, n = 2k + 1,alorsn +1 =2k +2=2(k+ 1) et n(n + 1) = 2n(k + 1) est pair.
Dans les deux cas, n(n + 1) est pair.

¢) 4n% +2n + 8 = 2(2n% + n + 4) avec 2n% + n + 4 € N, donc il est pair.

d) D’aprés la deuxiéme question, n(n + 1) = 2k aveck € N. Alorsn®> +n+3 =n(n+1) +3 =
2k +3 = 2(k + 1) + 1, donc n? + n + 3 est impair.

Solution Exercice 2

1/ 2n+ 1et2n+ 3 = 2(n+ 1) + 1 sont impairs, et un produit de nombres impairs est impair. Donc
(2n + 1)(2n + 3) est impair.

2/ 2n% +4n + 1 = 2(n? + 2n) + 1 avec n? + 2n € N, donc ce nombre est impair.

3/ 5n? +n = 4n® + (n? + n) = 2 x 2n? 4+ n(n + 1). Or n(n + 1) est pair (produit de deux entiers
consécutifs), donc 512 + n est somme de deux nombres pairs : il est pair.

4/ n3 — 1 : sa parité dépend de celle de n.

e sin =2k, alors n® — 1 = 8k3 — 1 = 2(4k® — 1) + 1 est impair;

o sin=2k+1,alorsn® — 1 = (2k + 1) — 1 = 8k3 + 12k? + 6k = 2(4k> + 6k* + 3k) est
pair.

Ainsi n® — 1 est impair si n est pair et pair si n est impair (autrement dit, n3 — 1 et n n’ont pas
la méme parité).

5/ n3 + 1 : de méme,

e sin = 2k, alors n® + 1 = 8k + 1 = 2(4k?) + 1 est impair;
o sin =2k +1,alors n® + 1 = 8k3 + 12k% + 6k + 2 = 2(4k3 + 6k2 + 3k + 1) est pair.

Ainsi n3 4 1 est impair si n est pair et pair si n est impair.
6/ 3%" = 9" est une puissance d’un nombre impair, donc un produit de nombres impairs : il est impair.
7/ 427 =2 x (2 x 42") avee 2 x 42" € N, donc il est pair.

8/ n?+mn+2=n(n+ 1) + 2 : somme de deux nombres pairs, donc pair.

Solution Exercice 3

1) a) Ona34 =2 x 17 avec 17 premier. Les diviseurs de 34 sont donc

1, 2, 17, 34.

b) Soient z,y € N. Alors x 4 1 et y + 2 sont des entiers naturels qui divisent 34, avecx +1 > 1
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ety + 2 > 2. Comme leur produit vaut 34, on a :

95 =k 1 1|2 |17 | 34

Y+ 2 34 | 17 | 2 1
x 0| 1 |16 | 33
() 32 |15 0 | —1

convient? | oui | oul | oul | non

La derniére colonne est rejetée car y = —1 ¢ N. Les solutions sont

2) Soient z,y € N tels que (z + 1)(y — 2) = 13. Comme = + 1 > 0 et que le produit est positif, on a
y — 2 > 0. Ainsi x + 1 et y — 2 sont des entiers naturels non nuls dont le produit est 13. Or 13 est
premier, ses diviseurs sont 1 et 13 :

x+1]| 1|13

y—2 13| 1
x 0 |12
Y 15

Les deux couples sont dans N?. Les solutions sont

(xz,y) € {(0,15), (12,3)}.

Solution Exercice 4

1) = 4+ 1 ety + 1 sont des entiers naturels non nuls dont le produit est 9. Les diviseurs de 9 sont 1, 3 et

) z+1]1]3]9
y+1]19 3|1

xr |02]8

v 18l2]0

Les solutions sont (x,y) € {(0,8), (2,2), (8,0)}.

2) Onaz+2 > 2ety+ 3 > 3, et ce sont des diviseurs de 21. Les diviseurs de 21 sont 1, 3, 7 et 21.
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Les valeurs x + 2 = 1 et y + 3 = 1 sont impossibles, il reste : §‘V \\;\ _
=~ %\@% ,
r+2|13|7 x 7
y+3 11713
x 115
Yy 410

Les solutions sont (x,y) € {(1,4), (5,0)}.

3) On factorise : 22 — y? = (z — y)(x + y) = 28. Comme x + y > 0 et que le produit est positif, on
ax—+y>0puisz—y >0,etz+y > x—y. Deplus, z + y et z — y ont la méme parité (leur
différence 2y est paire); leur produit étant pair, ils sont tous les deux pairs. Les décompositions de
28 en produit de deux entiers ¢ > bsont 28 = 28 x 1 = 14 x 2 = 7 x 4. Seule 14 x 2 a deux

facteurs pairs. Donc
z+y=14 z=2_8
<~
rT—y =2 y==06

Veérification : 8% — 62 = 64 — 36 = 28. La seule solution est (x,y) = (8, 6).
4) On cherche a faire apparaitre un produit :
xy+xr+2y=19 <= azy+ax+2y+2=21 <= (x+2)(y+1) =21.

Iciz+2>2ety+ 1> 1sontdes diviseurs de 21, avec z + 2 # 1 :

x+2|3|7]|21

y+117(3| 1
x 15|19
Y 6|2

Les solutions sont (x,y) € {(1,6), (5,2), (19,0)}.

Solution Exercice 5

On utilise la propriété suivante : si un entier n > 2 n’est divisible par aucun nombre premier p tel que
p? < n, alors n est premier.

1) Ona11? = 121 < 127 < 169 = 132, donc /127 < 13. 1l suffit de tester les nombres premiers
2,3,5,7,11 :
» 127 est impair, donc non divisible par 2;
* 1+ 2+ 7= 10n’est pas divisible par 3, donc 127 non plus;
* 127 ne se termine ni par 0 ni par 5;
e 127 =7x18+1;
¢ 127 =11 x 11 + 6.

Aucun de ces nombres premiers ne divise 127 : 127 est premier.
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2) * 111:1+4 1+ 1 = 3 estdivisible par 3, donc 111 = 3 x 37. 111 n’est pas prem'e?éxv \\;\ _
+ 251 :15% = 225 < 251 < 256 = 162, donc il suffit de tester 2,3,5,7,11,13: & ) %.gi ,

251 est impair;
— 2454 1 = 8n’est pas divisible par 3;
251 ne se termine ni par 0 ni par 5;
- 251 =7x%x35+4+6;
- 251 =11 x22+9;
- 251 =13 x19+4.
Aucun ne divise 251 : 251 est premier.
¢+ 1001 =7 x 143 =7 x 11 x 13. 1001 n’est pas premier.

» 512 = 51 x 51 est le produit de deux entiers supérieurs a 1 (512 = 2601). 512 n’est pas
premier (on a méme 512 = 32 x 172).

Solution Exercice 6

1) On décompose chaque nombre par divisions successives par des nombres premiers.

504 | 2
1386 | 2
252 | 2 16093 | 7
693 | 3
126 | 2 2299 | 11
231 |3
63 | 3 209 | 11
e
2113 19 | 19
11 | 11
7|7 1
1
1

D’ou
504 = 23 x 32 x 7, 1386 =2 x 3% x 7 x 11, 16093 = 7 x 112 x 19.

2) Le PGCD est le produit des facteurs premiers communs avec le plus petit exposant; le PPCM est
le produit de tous les facteurs premiers avec le plus grand exposant.

» PGCD(504,1386) = 2 x 3% x 7 = 126 et PPCM (504, 1386) = 23 x 32 x 7 x 11 = 5544,
« PGCD(1386,16093) = 7x11 = 77 et PPCM(1386, 16093) = 2x32xTx112x19 = 289 674.
« PGCD(504,16093) = 7 et PPCM (504, 16093) = 23 x 32 x 7 x 112 x 19 = 1158 696.

Vérification : 126 x 5544 = 504 x 1386 = 698 544 ; on peut aussi vérifier que PGCD x PPCM est
égal au produit des deux nombres dans les deux autres cas.

3) On divise numérateur et dénominateur par leur PGCD :

504  504+126 4 16093 1609377 209 504  504+7 72
1386 1386 =126 11’ 1386  1386+77 18 16093 16093 =7 2299
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N
1/ Ona: N \ /
240 | 2
120 | 2 135 | 3
60 | 2 45| 3
30| 2 15 |3
15| 3 5|5
5|5 1
1
Alors :

a=240=2*x3x5 et b=135=233x5.

2/
a 2*x3x5 2¢ 16

b Bx5 32 9’
ab=2%x 3" x 52 donc Vab=2?x 3% x 5= 180.
3/ PGCD(a, b) : produit des facteurs premiers communs avec le plus petit exposant :
PGCD(a,b) =3 x 5 = 15.
PPCM(a, b) : produit de tous les facteurs premiers avec le plus grand exposant :
PPCM(a,b) = 2% x 33 x 5 = 2160.
Vérification : PGCD(a, b) x PPCM(a, b) = 15 x 2160 = 32400 = ab.
4/ On utilise le dénominateur commun PPCM(a, b) = 2160 :

1+}79+16725ii
a b 2160 2160 2160 432"

. 5 ., .
La fraction 139 est irréductible car 432 = 2% x 33 n’a aucun facteur commun avec 5.

Solution Exercice 8

1/ On développe chaque terme :

(5n 4 2)? = 2502 + 20n + 4,
n(21n + 16) = 21n? 4 16n.

Donc
A=2mn%+20n+4—21n>—16n -3 =4n? +4n + 1.

2/ On reconnait une identité remarquable :
A=2n)?+2x2nx1+1% = (2n +1)%

Comme n € N, ’entier 2n + 1 est un entier naturel, donc A est le carré d’un entier : ¢’est un carré
parfait.

3/ Pour tout n € N, 2n + 1 est impair. Le produit de deux entiers impairs étant impair, A = (2n +
1)(2n + 1) est impair.
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Autre méthode : A = 4n® +4n+1 = 2 (2n? +2n) + 1 avec 2n? +2n € N, donc A e
2k 4+ 1 : A est impair.

Solution Exercice 9

1/ Comme a A b = 12, tout diviseur commun de a et b divise 12, et réciproquement tout diviseur de
12 divise a et b. Les diviseurs communs de a et b sont donc les diviseurs de 12 :

{1, 2,3,4,6,12}.

2/ a) Onsaitque (a Ab) x (aV b) = ab, donc

ab 864
= :7:72.
Vb= T 1o

b) Comme a A b= 12, on écrita = 12a’ et b = 120" avec o’ AV = 1. Alors
ab = 144 d'b' = 864 = a'b' = 6.
Les couples d’entiers premiers entre eux de produit 6 sont (1, 6), (2,3), (3,2), (6,1). D’ou
(a,b) € {(12,72), (24, 36), (36,24), (72,12)}.

Vérification : 24 A 36 = 12 et 24 x 36 = R64.

Solution Exercice 10

1/ On divise successivement :

1176 | 2 4950 | 2
588 | 2 2475 | 3
294 | 2 825 | 3
147 | 3 275 15

49 | 7 95 | 5
7|7 11] 11
1 1

Alors :
1176 =a =23 x3x 7% et 4950 =2 x 2475 =2 x 32 x 5% x 11.

2/ Sin = p{ .- pt*, le nombre de diviseurs de n est (ag + 1) - - (g, + 1). Ainsi :
1 k

e aposséde (3+1)(14+1)(2+41) =4 x 2 x 3 = 24 diviseurs;
* bposséde (1 +1)(24+1)(2+1)(1+1) =2 x 3 x 3 x 2= 36 diviseurs.

3/ Le PGCD s’obtient avec les facteurs premiers communs aux plus petits exposants, le PPCM avec
tous les facteurs premiers aux plus grands exposants :

aAb=2x3=6,

aVb=2%x32x5%x7%x11=970200.
Vérification : (a A b)(a V b) = 6 x 970200 = 5821200 = 1176 x 4950 = ab.
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4/ Un entier est un carré parfait si et seulement si tous les exposants de sa décompositio facteurs
premiers sont pairs. Dans a = 23 x 3 x 72, les exposants de 2 et 3 sont impairs. Le plu etit\c e.%i
donc OV
c=2x%x3=06, .

etac = 2% x 3% x 7% = 842 = 7056.
5/ Dans b = 2 x 32 x 52 x 11, les exposants de 2 et 11 sont impairs. Le plus petit d est donc
d=2x11=22,

etbd = 22 x 32 x 52 x 112 = 3302 = 108 900.

Solution Exercice 11

1/ a) Onreconnait I’identité (x + y)(z —y) ==

2 _ylavecx=n?+lety=n:

(nP+n+1)0n2-—n+1)=(n2+1)>=n?
=nt+om?+1-—n?
=n*4n2+1.

b) D’aprés la question précédente, n* + n? + 1= (n? —n+1)(n®> +n+1). Pourn > 2:
en?—n+l=nn-1)+1>2x1+1=3>1;
enf+n+1>7>1
Le nombre n* +n? + 1 est donc le produit de deux entiers strictement supérieurs a 1 : il admet

un diviseur autre que 1 et lui-méme. Il n’est pas premier.

2/ On remarque que 10101 = 10* 4+ 102 + 1. C’est le cas n = 10 > 2 de la question 1)b), donc 10101
n’est pas premier. Explicitement :

10101 = (102 =10 4 1)(10% + 10+ 1) = 91 x 111.

Solution Exercice 12

1/ A=5""2 5" =57(52 — 1) = 24 x 57, donc
A=2%x3x5"

2/ B=3""3 43" =3"(3%+1) =28 x 3", donc
B=22x17x3"
3/ On distingue deux cas, car I’exposant de 3 dans B est n.

eSin=0:4=24=2x3etB=28=22x7,doncAANB=22=4¢tAVB=
23 x 3 x 7=168.

+Sin>1:A4=2x3x5%et B=2%x7x 3" On prend les facteurs communs aux plus
petits exposants (le facteur 5 n’apparait pas dans B et 7 n’apparait pas dans A) :

AANB=22x3=12,
et tous les facteurs aux plus grands exposants :
AV B =2"x3"x5"x7=56x 15"
Vérification : 12 X 56 x 15" = 672 x 15" = 24 x 28 x 15" = AB.
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S
n n N
4/Onaé:24><5 :6X5. § Q‘
B 28x3" 7x3" 2 08 §‘
N
A 24 6 Ly
* Sin=0: B~ (fraction irréductible).

* Sin > 1:on divise numérateur et dénominateur par AA B = 12 :

A A/12 2x5"
B  B/12  7x3n v

et cette fraction est irréductible car ses deux termes sont premiers entre eux.

Solution Exercice 13

1) Sim = 3n + 1, alors

m?> —1=(m—1)(m+1) = 3n(3n+2),
qui est un multiple de 3.
2) Sim = 3n + 2, alors
m?4+2=9n24+12n+ 4 +2 = 9n? + 12n + 6 =3(3n> + 4n + 2),
qui est un multiple de 3.
3) Trois entiers consécutifs s’écrivent k, k + 1, k + 2 avec k € Z. Leur somme vaut
E+(k+1)+(k+2)=3k+3=3(k+1),
qui est un multiple de 3.
4) Par hypothese, il existe p, ¢ € Z tels que 3n + 2m = 5p et 7n + 5m = 5q. Pour éliminer m :
5(3n 4+ 2m) — 2(7n + 5m) = 15n + 10m — 14n — 10m = n.

Doncn =5 x 5p — 2 x 5q = 5(5p — 2q) : n est un multiple de 5.

—_—> 00— o<

Andrew Wiles (qui a mis 7 ans a résoudre le dernier théoréme de Fermat) :
«On entre dans la premiere piéce d’un chiteau et il fait complétement noir. On
trébuche sur les meubles. Peu a peu, on apprend ou est chaque meuble. Enfin,
apres environ six mois, on trouve ’'interrupteur, on allume la lumiére, et
soudain tout devient clair.»
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