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I— Enoncés des exercices

Exercice 1

1/ Montrer que (AN B)U(ANB)U(ANB)=AUB.
2/ Que peut-on dire de deux ensembles A et Btelsque AN B =AU B?
3/ Montrerque ANC =AUB <— BCAcCC.

4/ Montrer que {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} ne peut s’écrire comme produit cartésien de deux parties
de R.

5/ Montrer que (E x F)U (G x F)=(EUG) x F.

6/ Montrer que (E x F)N(Gx H)=(ENG)x (FnH).

Exercice 2

Soit f : E — Fetg: F' — G deux applications. Montrer que :
1/ si g o f estinjective alors f est injective.
2/ sigo f estsurjective alors g est surjective.
3/ sigo f estsurjective et g injective alors f est surjective.

4/ si g o f estinjective et f surjective alors g est injective.

Exercice 3

Soit £ un ensemble non vide.
1/ soient F' et G deux sous ens embles de . Montrer que

*x FCG <«<— FUuG=G * FCG < FNG=F

x FCcG <= FUG=E x FCG +< FNG=10
2/ Soient A, B et C trois parties de E. Montrer les propriétés suivantes :

a) (A\C)N(B\C)=(ANB)\C
b) (A\C)U(B\C)=(AUB)\C
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g
0 (A\NC)\(B\C)=(A\B)\C=A4\(BUC() § \\?gi
3 R . /
3/ Soient A et B deux parties de F. Résoudre dans P(E) les équations suivantes : " N OV
x XUA=B x XNA=B x X\A=8B

Exercice 4

Soient E et F' deux ensembles non vides et f : £ — F une application.

1/ Soient A’ et B’ deux parties de F'. Démontrer que :

a/ A’ c B = f~YA') c f~1(B’). Laréciproque est-elle vraie ?
b/ (AN B) = fA) N fNB).
o/ fTHAUB) = fH(A)U (B
2/ Soient A et B deux parties de E. démontrer que :
a/ AC B = f(A) C f(B). Laréciproque est-clle vraie ?
b/ f(ANB) C f(A)N f(B). Laréciproque est-elle vraie ?
¢/ f(AUB)=f(A)U f(B).

Exercice 5

On considere 1’application :

f:R\{-2} — R
x+1
T+ 2

T +—

1/ Montrer que f n’est pas surjective.
2/ On définit I’application f : R\ {2} — R\ {1} par f(z) = f(z) pour tout z € R \ {—2}.

a) Montrer que f est bien définie et surjective.

b) Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 6

Soit f I’application définie par :

f:R — R
x — x2—x+1

1/ Montrer que V& € R : f(1 — z) = f(z) et en déduire que f n’est pas injective.
2/ Montrer que Vo € R : f(x) > @ En déduire que f n’est pas surjective.
3/ Soit g la restrictionde fal = [%, —i—oo[.

a) Montrer que g est une bijection de I vers un intervalle J a déterminer.

b) Déterminer g .

4/ Soit h la restriction de f a ] —00, %] et k I’application de J dans I définie par k(x) = 1 — z.
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a) Montrer que h = go k. § \\;\ _
b) En déduire que h est bijective et déterminer h . 2 8 %\@g‘
OV

Exercice 7

Soit f la fonction définie par :

fiR* xR*F — R* x R*T
(z3y) +— (wy; g)
x
1/ Montrer que f est une application.

2/ Montrer que f est injective et surjective.

3/ Déterminer f~ 1.

Exercice 8

1/ Soit f la fonction définie sur R par :

(Vz €R) f(z)=2?—2z—2.

a) Déterminer la nature de C; la courbe représentative de f, et ses ¢léments caractéristiques.
b) Dresser un tableau de variation pour f.

¢) Construire Cy.

2/ On consideére la fonction numérique v définie par :
u(z) = v2x + 1.

a) Déterminer le domaine de définition de w.

b) Dresser un tableau de variation pour la fonction u.

3/ On considere la fonction numérique h définie par :
h(z) =2z —1—-2v2zx +1.

a) Déterminer Dy, le domaine de définition de h.
b) Vérifier que : (Vo € D), h(z) = (f o u)(x).
1

¢) Déduire les variations de A sur les intervalles suivants : [—5; O] et [0; +ool, puis dresser le
tableau de variation de h.

4/ Soit k la restriction de h sur I’intervalle [0; +o0o].

a) En utilisant les tableaux de variations respectifs de u et f, montrer que k([0;+o00]) =
[—3; 400l
b) Montrer que la fonction k est bijective de [0; +oo] vers [—3; +o0, et déterminer sa bijection
réciproque.
5/ a) Résoudre dans [0; +-o00[ I’équation : k(z) = x.

b) Déduire I’ensemble des nombres réels = qui vérifient : k(z) < x < k~1(x).
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1/ Déterminer en extension I’ensemble & Q%%\' )

A={(z,y) €Z? | 2* + 2y — 2y* = -5} .

2/ On considére ’ensemble

1 1 1
B={3+1-=/@nen).
x ) Yy

1
a) Montrer que 0 ¢ B et que 3 € B.
b) Montrer que B C |0; 1].

3/ On considére les deux ensembles

T 2kw

Montrerque : EN F = @.

4/ On considére les deux ensembles

6
I:{neN*/neN} et J={zreR/2x<5}.

Déterminer INJetl U J.

Exercice 10

1/ On considére 1’application g définie par :

g:R?2 — R?
(z,y) = (52 + 3y, 3z + 5y)

a) Montrer que g est injective et surjective.

b) Déterminer I’expression de g~ .

2/ On consideére I’application f définie par :
f:N> — N*
(pa) — (2p+1)2°
Montrer que f est injective. f est-elle surjective ?
3/ Soit h I’application définie par :

hi[l,+oo] — 10,V3]
x — Vr+2—-—Vzr—-1

Montrer que ’application h est bijective et donner 1’expression de A~ (z) pour tout 2 de ]O, V3 } .
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II- Corrigés de exercices K o &
o)

N
Solution Exercice 1

S
N ) 7
Q- y
1/ Soit E un ensemble non vide et A C E et B C FE. Par distributivité de I’intersection par rapport a
la réunion, regroupons les deux premiers termes :

(ANB)U(ANB)=AN(BUB)=ANE=A4

Car BUB=FEetANE = A. Donc:

(ANB)U(ANB)U(ANB)=AU(ANB)
Par distributivité de la réunion par rapport a I’intersection :
AU(ANB)=(AUA)N(AUuB)=EN(AUB)=AUB
D’ou: o o _
(ANB)U(ANB)U(ANB)=AUB
2/ Pour tous ensembles A et B, on a toujours la chaine d’inclusions naturelle suivante :

ANBCACAUB e ANBCBCAUB

Puisquona AN B = AUB,alos ANB=A=AUB et ANB=B=AUB.D’ou:
A=B.

Réciproquement, si A = B,onabien AN A =AU A = A. Alors La condition est donc nécessaire
et suffisante, soit :
ANB=AUB < A=1B

3/ Pour montrer I’équivalence, montrons les deux implications qui la composent :

=) Sens direct : Supposonsque ANC = AU B.

— Comme B C AU B,ona B C AN C, ce qui implique en particulier que B C A.
— Comme A C AUB,ona A C AN C, ce qui implique en particulier que A C C.

En combinant ces deux résultats, on obtient bien : B C A C C.Donc :

ANC=AUB =— BCAcCC

<= Sens réciproque : Supposons que B C A C C.

— Puisque BC A,ona AU B = A.
— Puisque AC C,ona ANC = A.
Par transitivité, on en déduit directement que : AN C' = AU B. Donc

BCcAcC — ANnC=AUB

Conclusion :
ANC=AUB «— BCACC

4/ Notons D = {(z,y) € R? | 22 + 92 < 1} le disque unité fermé. Supposons par I’absurde qu’il
existe deux parties / et J de R telles que D = I x J.

» Le point (1,0) € Dcar 12+ 0% =1 < 1. Onen déduitque 1 € T et0 € J.
* Le point (0,1) € Dcar0?+12=1 < 1.Onen déduitque 0 € Tet1 € J.

Ensembles et Applications 5 https ://www.dimamath.com



1 BAC SM Série Corrigée 4 S. El jaafari

Puisque 1 € Tetl € J,alors (1,1) € I x J =1D. § &
Or, 12 +12 = 2 > 1, ce qui signifie que (1,1) ¢ D. ce qui est absurde car (1,1) € D& D %\@i /
Alors D ne peut pas s’écrire comme le produit cartésien de deux parties de R.

5/

(x,y) e(EXF)U(GXF) <= (re€FEetyc F)ou(zeGetyeF)
< (r€FouxeQG)etyecF
<— z€(FEUG)etye F
— (z,y) € (FEUG)x F
D’ou :
(EXF)U(GXx F)=(EUG) X F

6/
(z,y) e (EXF)N(GXxH) <= (r€FEetye F)et(zxe€Getyec H)
< (€ FEetxecG)et(yc Fetyec H)

<— ze€(ENG)etye (FNH)
<~ (z,y) € (ENG)x (FNH)

D’ou:
(EXF)N(GxH)=(ENG) X (FNH)

Solution Exercice 2

Soit f : E — Fetg: F' — G deux applications.

1. Montrons que : g o f injective = f injective
Supposons que g o f est injective. Montrons que f ’est aussi.
Soient x, 2’ € E tels que f(x) = f(a).
f(@)=f") = g9(f(2) = 9(f(2'))
— (g0 )(@) = (go &)
— =41
Car go f est injective par hypothése, on en déduit immédiatement que : L’application f est injective.

2. Montrons que g o f surjective = ¢ surjective
Supposons que g o f est surjective. Montrons que g 1’est aussi.

Soit z € G. Puisque g o f : E — G est surjective, il existe un élément x € E tel que :

(go fl(@) =2 = g(f(x)) =2

Posons y = f(z). Comme f : E — F,onabieny € F.On a donc trouvé un élément y € F tel
que :

g(y) = =
L’application g est donc surjective.
3. Montrons que (g o f surjective et g injective) = f surjective

Supposons que g o f est surjective et g est injective. Montrons que f est surjective.
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Soit y € F. On cherche a montrer qu’il existe un antécédent de y par f dans FE. & \\
Considérons son image par g, notée z = ¢(y) € G. Comme I’application g o f est's eetrve
existe un élément x € F tel que : g%

(go fiz) =2z = g(f(2)) = 9(y)
Or, I’application g est injective par hypothése. Par conséquent, de 1’égalité¢ g(f(z)) = g(y), on
déduit :
flx) =y

On a trouvé un élément x € F tel que f(x) = y, donc I’application f est surjective.

Montrons que (g o f surjective et f surjective)=- g injective)

Supposons que g o f est injective et f est surjective. Montrons que g est injective.

Soient y,y" € F tels que g(y) = g(v').

Comme f est surjective, il existe z € F tel que y = f(x), etil existe 2’ € E tel que v/ = f(z').

Substituons ces expressions dans 1’égalité de départ :

9(y) =9(y) = 9(f(x)) = g(f(z"))
= (9o f)(x)=(go f)(a)

= =1
= f(z) = f(a')
— y &y

Car I’application g o f est injective par hypothése, on en déduit que : L’application g est donc
injective.

1/

Solution Exercice 3

Soit F un ensemble non vide, et F, G € P(E).

*x FCG <<= FUG=G

(=) Supposons F' C G. On sait que G C F U G est toujours vrai. Réciproquement, comme
FcGetGCG,ona(FUG)CG.Dou FUG =G.

(<= Supposons F'U G = G. Comme on a toujours F' C F' U G, on en déduit immédiatement
que F' C G.

x FCG <= FNG=F

(=) Supposons ' C G. On a toujours F' N G C F'. Réciproquement, si z € F, alorsz € G
(car F C G),doncz € FNG,d’ou F C FNG. Ainsi FNG = F.

(<= Supposons F' NG = F. Comme on a toujours F' N G C G, on remplace F' N G par F
pour obtenir F' C G.

x FCG < FUG=E

(=) Supposons F C G.Alors G C F.Ainsi: FUG D G UG = E. Comme I’union est
incluse dans £, ona F UG = E.

(<=) Supposons F UG = E.Soitz € F.Alorsxz ¢ F.Commer € E = F UG, x doit
obligatoirement appartenir a G. Donc F' C G.

x FCG < FNG=10

(=) Supposons ' C G.Siz € FNG,alorsz € F (doncx € G)etx € G (donc z ¢ G), ce
qui est absurde. Donc ' N G = .
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cﬂm’
(<) SupposonsFﬁG:(Z).SoitxeF.Six¢G,alorsx€@,doncx€Fr§ ,@ul\

contredit le fait que cet ensemble soit vide. Donc x € G, d’ou F' C G. - ;\

2/ Rappelons que par définition, A\ C' = AN C.
a) (A\C)N(B\C)=(ANnB)\C
En utilisant la commutativité et I’associativité de ’intersection :

(A\C)N(B\C) = (AnC)N(BNC) = (ANB)N(CNC) = (ANB)NC = (ANB)\ C

b) (A\C)U(B\C)=(AUB)\ C En utilisant la distributivité¢ de I’intersection par rapport a
la réunion :

(A\C)U(B\C)=(ANC)U(BNC)=(AuB)NC=(AUB)\C

¢) (A\NC)\(B\C)=(A\B)\C = A\ (BUC(C) Développons chaque membre avec les
intersections et les complémentaires (lois de De Morgan) :

1. Premier terme :

(A\NC)\(B\C)=(AnC)Nn(BNC)=(AnC)Nn(BUC)

Par distributivité :

(ANCNB)UANCNC)=(ANBNC)UP=ANBNC
ii. Deuxiéme terme :
(A\B)\C=(AnB)NC=ANBNC
iii. Troisiéme terme :
A\ (BUC)=AN(BUC)=AN(BNC)=ANBNC
Les trois expressions étant égales & AN B N C, I’égalité est démontrée.

3/ % Equation X UA =B

* Condition d’existence : Comme A C X U A, donc il faut que A C B
* Résolution :
- siA¢ B,alorsS =10
- SiACcB,oma:XUA=B — X C B.Enpluszx € B\A = (€ Betz ¢
A) = (re(XUA)etz ¢ A)doncz € X. Par conséquent (B\ A) C X.D’ou
(B\A) C X CB.
Inversement soit X = (B\ A)UC avecC C A.OnaXUA=(B\A)UCUA =

(B\A)UA = B,donc X = (B\ A)UC avec C C A est solution de I’équation
XUA=DBParsuitesi AC B,ona:

S={XeP(E)|(B\A)CX C B}
— Conclusion :

SIAZ B;S=10
SiACB;S={XeP(E)|(B\A) C X CB}

x Equation X NA =B
+ Condition d’existence : Comme X N A C A, Il faut que B C A.
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* Résolution : N
. N
— SiB¢ A, alors S = 0. < ~ )
\

- SiBCA,alors XNACX,donc B C X.
Enplusz € A\ B = x ¢ X ,parcontraposée v € X = x ¢ (A\ B) donc
X c(A\B) = BUA.
Dot BC X C (BUA).
Inversement, X = BUC avec C C A,ona: XNA=(BUC)NA=(BNA)U
(CNA)=BU) = B.Donc X est solution de cette équation.

— Conclusion :

SiB¢ A ,alors S =)
SiBC A,aloisS={X € P(E) | BC X C(BUA)}
x Equation X \ A= B
« Condition d’existence : Par définition, X \ A= XN A = B,donc X\ AC A =
BCA = BnNA={doncil faut que BN A = 0.
* Résolution :
-~ SiBNA#(,alors S = 0.
- SiBNA=0
e SizeB alors t¢ AcarBNA=0 et z € X.DouB C X.
o Siz¢ (AUB)alorsz ¢ B= X\ Aetx ¢ Adoncz ¢ X. Par contraposée
re€X = z€(AUB).D'ouX C (AU B).
e Si X est solution de I’équation X \ A = Balors BC X C (AU B).
Inversement Soit X = BUC avec C C A . Alors X \ A = (BUC)\ A =
(B\A)U(C\A) =BUD= BDonc X = BUC avec C' C A est solution de cette
équation.
— Conclusion :

SiBNA#0, alors S = 0.
SiBNA=0, alorsS={X €P(E)|BC X CBUA}

Solution Exercice 4

1/ Soient E et F' deux ensembles non vides et f : £ — F' une application.

Soient A’ et B’ deux parties de F'

a) Démontrons que: A’ € B’ — f~1(4') c f~1(B)
Supposons que A’ C B’ . Soit z € f~1(A’) donc f(z) € A’ par conséquent f(x) € B’ d’ou
z € f~1(B).
Par suite A’ ¢ B’ = f~1(4) c f~Y(B).
La réciproque n’est pas toujours vraie. En effet prenons F = {1} et F' = {1, 2} et ’application
f i E — F définie par f(1) = 1; soit A’ = {2} et B’ = {1} . Alors f~1(A") = D et
f~YB')={1}.0na f~Y(A") c f~Y(B’) etpourtant A’ ¢ B’
b) Démontrons que :f 1 (A’ N B') = f~1(4A)n f~1(B)
cOnaA'NB'cAetANB cB ,donc f~HANB)cC fYA)etf YA NB)C
f=Y(B'); par conséquent f~H(A' N B') C f~HA) N f~YB).()
* Inversement soit x € f~1(A)N f~1(B’) ,alorsz € f~1(A") etz € f~1(B’) par suite
f(z) € A'et f(z) € B donc f(z) € AN B'),doux € f~1(A’ N B’). Par conséquent
fFHAYN (B C 1A N BY). (i)
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[J:4id
+ D’aprés les résultats (i) et (ii), on déduit que f~1 (A’ N B') = f~1(A) N f 1§’) \\7 \
¢) Démontrons que :f~*(A'UB') = f~Y AU f~1(B) > \@i/ ‘
«OnaA c AUuBetB c AUB ,alors f~YA) c f71Y(AUB)etf 1(B’)%'C '

fYA'U B, donc f~HA) U fFYB) C fFFHA UB). ()

» Réciproquement, soitz € f~1(A'UB’),alors f(x) € A/UB’,donc f(z) € A’ ou f(z) €
B',parsuitex € f~1(A)ouxz € f71(B').Douz € f~1(A)U f~1(B’) . Par consé-
quent f~1(A"UB') C f~H(A) U f~H(B").(ji)

« D’aprés les résultats (j) et (jj), on déduit que f~1(A’U B') = f~Y (AU f=1(B").

2/ Soient E' et F' deux ensembles non vides et f : £ — F une application.

Soient A et B deux parties de F

a) Démontrons que A C B = f(A) C f(B).
Supposons que A C B. Soity € f(A), alorsil existez € A tel que y = f(z),comme A C B
alors il existe x € B tel que y = f(z), doncy € f(B). Par conséquent f(A) C f(B).D’ou:
ACB = f(A) C f(B).
La réciproque de cette implication n’est pas toujours vraie. Prenons £ = {1,2}etF = {1}
et f : E — F définie par: f(1) = f(2) = 1 et prenons A = {1} et B = {2}. Alors
f(A) = f(B) = {1} et pourtant A ¢ B.
b) Démontrons que f(AN B) C f(A)N f(B)
OnaANB C Aet ANB C B,alors f(ANB) C f(A) et f(ANB) C f(B), par conséquent
f(ANB) C f(A) N f(B).
L’inclusion réciproque n’est pas toujours vraie ce que 1’on constate en reprenant le méme contre
exemple que la réponse précédente.
¢) Démontrons que f(AU B) = f(A) U f(B)
*OnaAC AUBetB C AUB,alors f(A) C f(AUB) et f(B) C f(AUB).D’ou
f(A)U f(B) C f(AU B) ().
* Soity € f(AU B), alorsilexiste x € AU B tel que y = f(x),doncx € Aouzx € B
parsuitey € f(A) ouy € f(B),d’ouy € f(A)U f(B). Par conséquent f(AU B) C
f(A) U f(B) ().
« D’aprés les résultats (i) et (ii) on déduit que f(AU B) = f(A) U f(B)

Solution Exercice 5

1/ Montrons que f n’est pas surjective :

Une application est surjective si tout élément de 1’ensemble d’arrivée posséde au moins un anté-
cédent dans I’ensemble de départ. Cherchons les antécédents d’un réel y € R par f en résolvant

I’équation f(z) =y :

z+1
f@)=y &= 5=
= v+ 1=y(z+2)
= z+1=yx+2y
= rz—yr=2y—1
— z(l-y)=2y—1

Si nous choisissons y = 1, I’équation devient z(0) = 1, soit 0 = 1, ce qui est impossible.
Le réel 1 n’a donc aucun antécédent par f dans R \ {—2}.

Par conséquent, f n’est pas surjective.
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2 iR\ {—2} = R\ {1} < ST)

a) Montrons que f est bien définie et surjective :

« Pour que f soit bien définie, il faut que pour tout z € R \ {—2}, son image f(x) appar-
tienne a I’ensemble d’arrivée R \ {1}. Supposons qu’il existe un réel z tel que f(z) = 1.
D’aprées 1’étude de la question 1, cela aboutit a 1’égalité impossible 0 = 1. Ainsi, I’'image
de tout élément de I’ensemble de départ est bien différente de 1. L’application est bien
définie.

» Soity € R\ {1}. Puisque y # 1, le terme (1 — y) est non nul. On peut donc isoler = a
partir de 1I’équation de la question 1 :

2y — 1
xr =
-y

Vérifions que cet antécédent x appartient bien a I’ensemble de départ R \ {—2} :

2y — 1
1-y

=2 2y—-1=-2(1-y) < 2y-—1=-2+42y <— —1=-2

Cette égalité étant impossible, I’antécédent = n’est jamais égal & —2. Tout €lément y €
R\ {1} admet donc un antécédent dans R \ {—2}. L’application f est surjective.
b) Montrons que f est bijective et déterminons sa bijection réciproque :
D’aprés la question précédente on a montré que I’application f est surjective (i)
Soient z et 2’ deux éléments de R \ —2 tels que f(z) = f(2') .
z+1 z'+1
z+ 2 Y + 2
= (z+1)(2'+2)=(z+2)(z" +1)
=z’ + 2z +1 +2=x2' +x+22' +2
s &7 b

Donc I’application f est injective (ii)

De (i) et (ii), on déduit que I’application f est bijective.

Sa bijection réciproque f~! : R\ {1} — R\ {—2} est définie par :
29 — 1

L—y

F i) =

Solution Exercice 6

L’application est définie par f(z) = v/x2 — x + 1 pour toutz € R. Notez que le discriminant de 22 —x+1
est A = (—1)2 — 4(1)(1) = =3 < 0, donc le trindme est strictement positif sur R, et f est bien définie
sur R.

1/ Etude de Iinjectivité :
* Soit x € R. Calculons f(1 — x):
fa-2) = VA-aP—(1-a) 11
=v1-2z4+22)—1+z+1

= Va2 —z+1= f(z)
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OnabienVr € R: f(1 —z) = f(x). \\. \
* Déduction : Choisissons par exemple z = 0. Ona 1 — x = 1. D’apres la relatio precé&ent@é
f(1) = f(0) = 1. Puisque 0 # 1 mais f(0) = f(1), ’application f n’est pas injeetive. 3°

2/ Etude de la surjectivité :

* Mettons le trindme sous forme canonique :

1\?2 1 1\* 3

2
— 1= ——= ] —=4+1= — = —
x x 4+ <w 2) 4+ <w 2) +4

2 L ) . .
Comme (z — 1)” > 0, on en déduit que 2> — 2 + 1 > 3. La fonction racine carrée étant

4
croissante sur R, il vient :

3 /3
=Va2- 1> 4/ 4F—
a8 8 =F _\/; 5

* Déduction : L’ensemble d’arrivée de f est R. Or, toutes les images par f sont supérieures ou
égales a @ Par exemple, le nombre 0 appartient a I’ensemble d’arrivée mais n’admet aucun

antécédent (car f(x) > @ > 0). Par conséquent, f n’est pas surjective.
3/ Etude de la restriction g a I = [%, +oo[ :

a) Bijection et intervalle J : La fonction g est continue et strictement croissante sur [%, 400 [ car

la fonction x — (x = %) ’ 4 % I’est. D’aprées le théoréme de la bijection, g réalise une bijection
de I vers ’intervalle image J = g(I).

- (-

b) Détermination de g~ : Soity € [\f [et T € [%, +00 [ Résolvons g(z) =y :

a;—f § — x—l 2+§—2<:) a:—1 2— 2—§
5) T17Y 2 1~ Y 2) =Y T4

Comme x 2 ,onax — 5 > 0. En passant a la racine carrée :

1/, 3 Y .
TN T = e WY T

L’application réciproque g~ : [@, —l—oo[ — [%, —i—oo[ est définie par :

g

4/ Btude de la restriction 7 a | —oo, 3] :

a) Montrons que i = g o k : Soit z € ]—00,3]. Ona k(z) = 1 — 2. Puisque z < },ona
G —% doul —z > %, donc k(z) € I. On peut alors appliquer g :

(gok)(x) = g(k(z)) = f(1 — )

D’aprés la question 1, f(1 — z) = f(z) = h(z) (car z € |—o0, 3]). Onabien h = g o k.
b) Bijection et calcul de h~! :
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* k:]—o00,3] — [3,+00] est une bijection (fonction affine strictement déer san@ )
*g: [ ,+oo[ — [\[ +oo[estune bijection. ,
+oo

1

Par composition de deux bijections, h est bijective de ] —00, 5] vers J =

Déterminons sa réciproque h ! = (go k)"! = k7o g ~L. Tout d’abord, cherchons k1
k(z)=2 < l—2z=2 < z=1—2donck !(z) =1— 2. Pourtouty € J :

1 3 1 3
=i _ 1,1 1 _ -1 _1_ (2 2_ 2| = 9 9
hWiy) =k (g7 () =1-g ' (y) =1 <2+\/y 4> 5~ \¥° 3
Solution Exercice 7

1/ f estune application

Soit (z;y) € R*T x R*T, ¢’est-a-dire x > 0 ety > 0. Alors :

* zy > 0 (produit de deux réels strictement positifs) ;

.Y > 0 (quotient de deux réels strictement positifs).
x

Donc f(z;y) = <a:y; g) € R*T x R**. Ainsi, f est bien une application de R** x R*T dans
x

lui-méme.

2/ f estinjective et surjective

Injectivité. Soient (z;y) et (2';3y') dans R**T x R** tels que f(z;y) = f(2';9/). Alors :

Ty = x'y’
y_ v
A 7

En multipliant les deux égalités membre a membre :

/
Y
Z = v = o2

my-%:xly/-

Comme y > 0 ety > 0, on obtient y = /. En reportant dans zy = zy/, on a zy = 'y, et comme
y # 0,z = a'. Donc (z;y) = (2';9") : f est injective.

Surjectivité. Soit (u;v) € R*T x R*T. Cherchons (z;y) € R*T x R** tel que f(x;y) = (u;v),

c’est-a-dire :
Ty =1u
y _
Z=w
T

La seconde équation donne y = vx. En reportant dans la premiere : v

x:\/a>() et yzvxzv\/ﬂ:\/uv>0.
v v

my:\/a‘vuvz\/lﬂ:u et L_ = V2 =w.
v x

. u
2 =y, soit 22 = —. Comme

v
z > 0, on pose :

Vérification :

Donc (u; v) admet un antécédent : f est surjective.
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3/ Détermination de f~!
Puisque f est bijective, f~! existe. D’aprés la question précédente,

pour tout (u;v) € R*T x R** :

F M wv) = ( %; M) :

Solution Exercice 8

1/ Etude de f

a) Nature de C;. Pourtoutz € R, f(z) = (z — 1)> — 3 (forme canonique).
* Cy est une parabole de sommet S(1; —3) et d’axe de symétrie la droite d’équation « = 1. Elle
est tournée vers le haut car le coefficient de 2% est positif.
« Intersection avec ’axe des ordonnées : f(0) = —2, donc le point (0; —2).

« Intersections avec I’axe des abscisses : 22 — 22 — 2 = 0, de discriminant A = 4 + 8 = 12,
donc z = 1 — v/3 ouz = 1 + /3. Les points sont (1 — /3;0) et (1 + /3;0).

b) Tableau de variation. f est décroissante sur | — 0o; 1] et croissante sur [1; 00|, avec f(1) =
—3.

¢) Construction de Cy.

2/ Etude de u
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a) Domaine de définition. w(z) existe si et seulement si 2z + 1 > 0, ¢’est-a-dire é‘ﬁ% anc\

D, = [~4; +oo|. &

b) Tableau de variation. La fonction x — 2x + 1 est strictement croissante et la racine carrée est

strictement croissante sur [0; +00[, donc u est strictement croissante sur D,,. De plus u (—%) =0.

—+00

N[

—+00

w(a) /

3/ Etude de h
a) Domaine de définition. /() existe si et seulement si 2z + 1 > 0, donc Dy, = [—3; +o0].

b) Vérification. Pour tout 2 € Dy, u(x) = v/2x + 1, donc u(x)? = 22 + 1 et :

(fou)(z) = f(u(z)) = u(z)®*—2u(z)—-2 = (22+1)—2v2x + 1-2 = 22—1-2v2z + 1 = h(z).

¢) Variations de h.

* Sur [—3;0] : westcroissante etu ([=3;0]) = [0;1]. Or f estdécroissante sur [0; 1] C]—oo; 1].
Par composition d’une fonction croissante suivie d’une fonction décroissante, h = f o u est
décroissante sur [—%; 0] .

* Sur [0; +00[ : u est croissante et u([0; +-00[) = [1; +00]. Or f est croissante sur [1; +o0o[. Donc
h est croissante sur [0; +oo].

Valeurs : h (—3) = —2, h(0) = 3.

Y —% 0 +00
-2 +00
h(z) \ /
-3

4/ Etude de k

a) Image de [0; +oo[ par k. D’aprés les tableaux de variations : u([0; +00[) = [1; 400 car u est

continue et croissante avec u(0) = 1 et lirf u(x) = +oo. Ensuite, f est continue et croissante
T—>+00

sur [1; +o00[, avec f(1) = —3 et xgriloof(x) = +o00, donc f([1; +o0o[) = [—3; +o0[. Ainsi :

k([05 +oo[) = f (u([0; +00[)) = f([1; +00]) = [-3; +o0].
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/A
b) Bijectivité. La fonction k est strictement croissante sur [0; +o0o[ donc injective. D’ p§; la gy s_-\
tion précédente, elle est surjective de [0; +oo[ sur [—3; +-o00[. Donc k est bijective de O(D—FOQ‘[\VQ y
[—3; +ool. Sa bijection réciproque k! est définie sur [—3; +oc], a valeurs dans [0; +oca[. Pourgdé-
terminer son expression, on résout k(x) = y avecx > 0: Y

20 —1—-2/2x+1=y.

2

Onposet = +/2x + 1 >0, donc z = . L’équation devient t2 — 2 — 2t = y,
soit t2 — 2t — (2 + y) = 0. Le discriminantest A’ =1+ 2 +y =y + 3 > 0,
et comme t > 1 (car x > 0), onretientt = 1 + /y + 3. Donc :

(I+vy+3)?—-1_ y+3+2/y+3
2 B 2 ‘

Ainsi, pour tout z € [—3; +0o0] :

xz+ 3
2

k:_l(a:): ++vx + 3.

5/ Equation k(x) = et inéquation

a) Résolution de k(z) = z sur [0; +oo[. Pourz >0:
k(z)=z < 22-1-2V2z+ 1=z < - 1=2V2z + 1.

Une condition nécessaire est z — 1 > 0, donc x > 1. En élevant au carré (les deux membres sont
positifs) :
w2 —204+1=42z+1) &= 22— 10z -3 =0.

Le discriminant est A = 100 + 12 = 112 = (41/7)2, donc les solutions sont z = 5 — 24/7 et
x =5+ 2v/7. Comme 5 — 2v/7 < 0 (il est rejeté), et 5 + 21/7 > 1, on conclut :

S={5+2V7}.

b) Ensemble des réels = vérifiant k(z) < z < k~!(z). Pour z tel que k(z) existe, c’est-a-dire
x > 0, posons y = k~(x), de sorte que k(y) = = et y > 0. Comme k est strictement croissante
sur [0; 4-o00] :
r<kl(z) = z=k({y) ety...
<

Plus simplement : x < y <= k(x) < k(y) = x. Donc la double inégalité équivaut a x > 0 et

k(x) < .
Résolvons k(x) < a pourz > 0, c’est-a-dire x — 1 < 2y/2x + 1:

* Si0 < x < 1:le membre de gauche est strictement négatif, I’inégalité est vraie.

e Siz > 1:les deux membres sont positifs, on éléve au carré et on obtient 22— 10z — 3 <0,
soit & € [5 — VT 5+ Q\ﬁ].Avec x > 1, on obtient 2 € [1; 5 4 21/7].

En réunissant les deux cas, I’ensemble des solutions est :

[0; 5+2\/?]
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Solution Exercice 9 / o - & \)

ThSh
1/ Factorisons I’expression : & ) @i

8
2® + 2y — 20° = (2 + 2y)(z — ). ;
On cherche donc les couples (x,y) € Z? tels que (x + 2y)(z — y) = —5. Posons u = x + 2y et
v=x—y;onauv = —5etu— v = 3y, donc u — v doit étre divisible par 3. Les couples (u, v)
d’entiers tels que uv = —5 sont :
(17_5)7 (_175)7 (57_1)7 (_571)'

Pour chacun, u — v € {6, —6,6,—6}, divisible par 3, et ’on obtient y = 4

3 r=v-+y:
* (w,v)=(1,-5):y=2,=-3;
* (w,v) =(-1,5):y=-2,z=3;
° (u,v) :(57_1) ry=2,x=1;
s (u,v)=(=5,1):y=-2,z=-1
Vérification, par exemple pour (1,2) : 1 +2 — 8 = —5. Donc
A={(-3,2), (3,-2), (1,2), (-1,-2)}.
2/ Pour (x,y) € N2 ona
L1 1 _aty-d
x oy wy o ay
. r+y—1 o
a) Montrons que 0 ¢ B. Siz,y > l,alorsx +y — 1 > 1, donc ———— # 0. Ainsi 0 ¢ B.
Ty
1 -1 1
Montrons que 3 € B. On cherche (z,y) € N*2 tel que Try- L _ 3 c’est-a-dire 2(z +
Ly

y — 1) = xy, soit
(c=2)(y—2) =2.
344—-1 6 1

—2=1lety—2=2,soit = 4). Vérification : — = — = —.
On prend z ety , soit (z,y) = (3,4). Vérification = = =3

1
Donc 3 € B.
b) Montrons que B C |0; 1]. Soit (x,y) € N*2,

—1
. Pos1t1v1té:x+y—121>Oetxy>0,donc%
xy

> 0.
* Majoration :

_zty-1 ay—z-y+1 (@-1-1) -

1 >0,
Ty zy Ty
carx—1>0ety—12>0.
= 1

Ainsi 0 < < 1, ¢’est-a-dire B C ]0; 1].

xy
3/ Supposons qu’il existe x € F N F. Alors il existe k, k' € Z tels que
™ 2kr m  2k'm

15 T35
En divisant par 7 puis en multipliant par 20 :
5+8k=10+8k <+= 8(k—FK)=5.

Or 8(k— k') est un entier divisible par 8, alors que 5 ne I’est pas : ¢’est impossible. Donc ENF = &.
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. 6 ) C
4/ Déterminons d’abord I. Pour n € N*, — € N si et seulement si n divise 6. Donc
n

I={1,2,3,6}.

. 5
Par ailleurs, 2x < 5 <— x < 3 donc

. e .9
I NJ:les éléments de I strictement inférieurs a 3 sont 1 et 2. Donc

InJ={1,2}.

5
e [ UJ :3et6ne sont pas dans J (car 3,6 > 5), donc

IUJ:}—OO;Z[U{B,G}.

Solution Exercice 10

1/

g:R2 — R2
(x,y) — (bz+ 3y, 3z + 5y)

a) * Injectivité.
Soient (z,y) et (¢’,9') dans R? tels que g(z,y) = g(«',9'). On pose s = = — 2/ et
t =y — 7/. On obtient le systéme :

95s+3t=0
3s+5t=0

En additionnant les deux équations, on a 8(s + t) = 0, donc s + ¢ = 0. En soustrayant,
ona2(s—t)=0,doncs—t=0.Ainsi s =t = 0, ¢’est-a-dire (x,y) = (2/,y'). Donc g
est injective.

* Surjectivité. Soit (a,b) € R2. Cherchons (z,y) € R? tel que g(x,y) = (a,b), c’est-a-

dire :
5z + 3y =a
3r+5y =25
Le déterminant du systéme vaut 25 — 9 = 16 # 0, donc le systéme admet une unique
solution :
5a — 3b 5b — 3a
xr = ) Yy = o
16 16
Vérification :
25a — 15b+ 156 — 9 15a — 9b + 256 — 15
5T + 3y = a i T—a et 3T + 5y = a i N

16 16
. Donc g est surjective.

Ainsi g est bijective.
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b) Expression de g~ . \\ \
D’aprés la question précédente, pour tout (a,b) € R, I'unique antécédent de (a ar:@ est

5a —3b bb— 3a
1 _
e = (25 25,

2/
fiN2 — N
(p,q) — (2p+1)2¢

« Injectivité. Soient (p, q) et (p, ¢') dans N tels que f(p, q) = f(p',¢), c’est-a-dire :
(2p+1)29 = (2p +1)27.
Supposons que ¢ < ¢'. En divisant par 27 on obtient :
2p+1=(2p +1)2079

Raisonnons par ’absurde et supposons que ¢’ > ¢, le membre de droite est pair alors que le
membre de gauche est impair : ¢’est absurde. Donc ¢ = ¢/, et alors 2p + 1 = 2p’ + 1, soit

p=1p'. Ainsi (p,q) = (p/,¢') et f est injective.
* Surjectivité. Soit n € N*, Notons ¢ le plus grand entier tel que 27 divise n (ce qui existe car

-1
n # 0). Alors n = 2%m avec m impair, donc m = 2p + 1 avec p = € N. Ainsi

= f(p,q) et f est surjective.

Conclusion : f est injective et surjective, donc bijective.

3/
h:[l,+00[ — ]0,V3]
z = Jr+2—+vz-1

* Bijectivité.

Pourtoutz > 1,ona (z+2) — (x — 1) = 3, donc :
_ 3
CVzt2+Vz—1

h(D)&=y/z+2 — VI —

Le dénominateur est strictement croissant et strictement positif sur [1, +oco], donc h est stric-
tement décroissante et continue sur [1, +00].

= Valeurenl:h(l):\/g—OZ\/g.

. . : 3
— Limite en +o00: ng}rloo h(z) = wEI_POO VE+2++x — 1

Par le théoreme de la bijection (monotone et continue), h réalise une bijection de [1, +00] sur
]o,v/3].

» Expression de A .
Soit y € |0, v/3]. Cherchons = > 1 tel que h(z) = y. On a alors :

3
Vit24+vVz—1

Ve+2—-+vVzx—1=y  donc

Ensembles et Applications 19 https ://www.dimamath.com



1 BAC SM Série Corrigée 4 S. El jaafari

e

.. 3 .. . ¥ &
Ainsi /x + 2 + v/x — 1 = —. En additionnant et soustrayant les deux relations § <
4 = A \@i ,
y?+3 3—? 2
\Va 2 = ; 9L — 1 = .
2y 2y

En élevant v/ + 2 au carré :

paoo WY P43 -8y g 2240
4qy2 4qy2 4qy2 ’

Ainsi : . )
—2 9
hl(z) = 36471‘24_ pour tout x € }0, \/ﬂ .
x

4 ) 2 9
* Vérification. Posons p(y) = W pour y € ]0,v3].
4 2 2 2
—6 9 -3
oly) — 1 = J 4yy2 R (y 1 ) > 0, donc p(y) > 1 : ¢(y) est bien dans
I’intervalle de départ.
(y* +3) y> +3
T donc \/o(y) + 2 = 2y
2 3)2 2

- py)+2=

y ,donc \/op(y) — 1= 5 2yy (car 3 —y? > 0).

4qy2
PP +3-(83—3) (2

Ainsi I 2y
insi h(¢(y)) 5 T

-p(y) —1=

2t —22249

Ceci confirme que A~ ! (z) = 122
x

pour tout x € ]0, \/3] .

—_—> 00— D o<

Prendre le temps de chercher par soi-méme
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