Série 4

%\%;» Limites et Continuité —o€>§

2 BIOF PCet SVT S. EL JAAFARI

——>0C—"D0<—

I- Enoncés des exercices

Exercice 1

Déterminer 1’ensemble de définition de f dans chacun des cas suivants :

D @)= YaFT ) o) 0
2z +1

D = T 9 f(o) = YB=EF +5

9 i) = VT =Ee D YT = 0 f@) =i

V/2r% — 312 + 1

Y 8 fla)=1-—

7 flz)= a1

V13 — 4
2z — 3

Exercice 2

Résoudre dans R :

9) f(z)=

a) 23 —-8=0 b) 2°4+8=0 ¢) z*—256=0
d 2*+256=0 e Vr—2=1 ) Yz—1=-5
g Y1-Vo=1¥z h)y /(z+2°2+Vr+2=2 i) 206—-322-4=0
D zdz-5=0

Exercice 3

1/ Ecrire avec un dénominateur entier : A =

1
——— B=———, (C= .
1+ V2+ V4 V3 -2 V741
2/ Comparer : v/2 et v/5; 45 et 75; 31 et /5.
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3/ Simplifier: = ~Y- " Y2 p=

Y/V2 x ¥/16 (VB)7 x v/ V32

V2

V2 x /64

Exercice 4

Calculer les limites suivantes :

a) lim Va3+5—=x

T—+00

¢ lim va3+5-—2z

b)

lim
Tr—r—0o0

d lim V2zt+z—-1+3z

Vit +3+x

5vx2 —1—2Vx3 —2

T—+00 T—>—00
e lim vVat+z+2— V22341 f) lim - x
T——+00 z—+00 ~/x — 1
: 3/ 3 5 . 31'3—IIJ
g Jlim Vel -o+1-va?+5 h lm g
. z2+3 . Vr+1-1
i) 1 —— j)  lim
T——00 v/2 — 3 z—0 x
Vi +6-—2 VT +5—Vzr+1
k) lim 1) Ilim
z—2 r—2 r—3 z—3
Y —2 Va2 — 4
m) lim Vet Ve n) lim <
z—1 rz—1 =8 Jxr —2
. Jr+10-2 vr+1-1
0) lim p) lim -
z——2 x+2 :10—)02—5;1;-|-
Vr —1 v 1-1
@ lim VP —1 Sy T L2
a—1\/z + r — 2 a0 Yr+1—1
s)  lim z2/3 — 23/2 t) lim

2=3 /22 — 1 x /a3 —2 — 10

Exercice 5

vVitx—/1+zx

On considére f(x)=

NF¥zx—ViItz

b) En déduire Dy.

2/ a) Montrer que (Va € Dy) : f(z) =

b) Calculer xl}I—Poo fx)et

1/ a) RésoudredansR : /1 + 2 — 1+ 2 =0.

1
Vi+z(1+ ¥1+2)
lim  f(x).

T——1*t

3/ Montrer que f admet un prolongement par continuité en zog = 0.
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)

On considere la fonction f définie sur R par : \ /\ gé / ’
\3/33:—}—1—1 0
fay=q YIS
z? +2 <0
2:2+1 © =

1/ Etudier la continuité de la fonction f en 0.
2/ Soit g la restriction de la fonction f sur I’intervalle I = |—o0; 0].

a) Montrer que g est une bijection de I’intervalle I vers un intervalle J a déterminer.
2—x
2r — 1

b) Montrer que : (Vz € J); g !(x) = —

2 1
¢) Montrer que I’équation g(z) = v/2 admet une unique solution a dans ’intervalle ] —5; —3 {
d) Déduire que

Exercice 7

1. Calculer les valeurs des nombres suivants :

l\.')\r—t
[\
=
|
—_
w | b

a) A = arctan(1) b) B = arctan (v/3)

¢ C = arctan (— %) d) D = arctan (tan(— %))
e) E = arctan(tan(57)) f) F =arctan(tan(Z))

g) G = arctan(tan (—17)) h) H = tan (arctan (%))

i) [ = arctan (%) + arctan (%) + arctan (%) j) J = arctan2 + arctan 3 + arctan (2 + \/3)

2. Montrer que :

4 1
a) arctan<3> =12 arctan( )
24
b) arctan ( ) & 2 arctan( )
3. Calculer :
1
a) arctan(2> + arctan< )
4
b) arctan<3> — arctan(2)

Limites et continuité 3 https ://www.dimamath.com
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)
5

Résoudre dans R les équations suivantes : & ) g \gi /
3x T ‘
1/ arctan(x) + arctan — | = —
2 4
2/ arctan(x) T — 2arct !
arctan(z) — — = 2arctan| —
4 4
m
3/ arctan(2z) + arctanx = 7
T
4/ arctan x + arctan(xf ) D
5/ arctan(z — 1) + arctan x + arctan(z + 1) = g
1 z—1 T
6/ arctan| — | + arctan| —— | = —
T z+1 4
Exercice 9
Calculer les limites suivantes :
a) 1ir+n arctan z b) lim arctanz
T—4-00 T——00
g 2 1 arctan o
c) wl}r—‘?oo arctan (m 23 - 5) d) ;1_1)1}) g
e) xElPoo arctan (2562 + 3z — 1) f) xgrfoo arctan (%)
. 241 - z—5
g) xkinoo arctan ( 7 5) h) mEToo arctan< = +7)
i) xgrfoo arctan( 12:3 1) j) EETOO arctan <2x§f§+5>
g x“—2x45 : 3arctanz—m
k) wkrlloo arctan (363 e +1> 1) :cl—l>t?/§ iy 2
. arctan(z2+2) . arctan (/z)
m) ;I_I;% — n) x1—>0+ arctan(z?)
i 1
0) xginoox arctan ( ﬁ)

Exercice 10

Montrer que :

1 1
1/ arctan (?> + 2 arctan (3>

NE

Limites et continuité
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4 1
2/ arctan (3> = 2 arctan (2>
1 1 T
3/ 4arct — | — arct — | = —.
arcan<5> arctan (239> 1
24 3
4/ arctan (7> = 2arctan <4)

Exercice 11

Q.

Montrer que :
1 s
1/ a) (Vx>0) : arctanz +arctan| — | = 5
z
1 T
b) (Vx <0) : arctanz + arctan <> =-3
z
2/ (Vz <0) t 1) — arct = arct — W
(Vx ) arctan(x + 1) — arctan x = arctan <x2+az+1>
x
3/ a) (VzelR :  sin(arctanz) = ——
A ) ( ) V1+ 22
1
b) (Vz eR :  cos(arctanz) = ——
A ) ( ) V1+a2

Exercice 12

1 1 1
1/ Montrer que : arctan <2> + arctan <5> + arctan (8) = %

: 5
2/ En déduire que : arctan 2 4 arctan 5 + arctan 8 = Zﬁ

. )
3/ Résoudre dans R I’équation : arctan(z — 3) + arctan x + arctan(x + 3) = il

4
Exercice 13

Soit g la fonction définie sur R** par :

1
g(xr)=———— — Varctanx

arctan x

1/ Calculer lim g(z) et lim g(x).

r—0t+ r—>+00

2/ Montrer que g est continue et strictement décroissante sur R*T.
3/ Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « dans R**.

4/ Vérifier que 1 < o < /3 puis déterminer le signe de g(x) pour tout = € R**,

Limites et continuité 5 https ://www.dimamath.com
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1./ Montrer que h admet un prolongement par continuité en 0, h a déterminer.

2./ Montrer que h est paire.

3./ Montrer que : (Vz > 0) h(z) = - g arctan .

2
\/:L'Q—i-x—i-\/f) 5w

4./ On considére I’équation (E) : arctan ( ==
i

a) Montrer que (E) <= z €]0,+o00[ et h(y/z) = %\/5

b) Résoudre dans ]0,+oco[ 1’équation (E) .

Exercice 14 / \§W \ \
5 N gi /
On considere la fonction h définie sur R* par: N NOA |
1+ VIt a2 ‘
h(x)=zarctan | ———
T

Exercice 15

On considere la fonction f définie sur R par :

arctan

VIgz? -1 :
_ six #0
fz) = z
0 siz =0
1/ Montrer que la fonction f est impaire.

2/ Montrer que la fonction f est continue en zg = 0.

vV1i+z2 -1

x

3/ a) Montrer que la fonction u : z — est strictement croissante sur ]0; 4-o00].
b) En déduire les variations de f sur R.
4/ Montrer que f réalise une bijection de R vers un intervalle J que 1’on déterminera.

5/ a) Déterminer I’expression de f~!(z) pour tout z € .J.

1
b) En déduire que (Vz € R) : f(x) = 5 arctan .

Exercice 16

Soit v la fonction définie sur R* par v(z) = arctan ({/z) — T
1/ Montrer que I’équation v(x) = 0 admet une unique solution o dans R,

2/ Vérifier que 1 < o < 3+/3 et déterminer le signe de v(z) pour tout = € R%.

1
3/ Montrer que 1 < tan (%> < /3.

Limites et continuité 6
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Exercice 17 / §§‘“’ Ay \

F
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x + arctan . Xy %lo(}. 4

1/ a) Montrer que f est continue et strictement croissante sur R.

b) Montrer que f réalise une bijection de R vers un intervalle J que 1’on déterminera.

. . . . 1 . .
2/ a) Soit n un entier naturel non nul. Montrer que 1’équation f(x) = — admet une unique solution
n
T, dans Retque 0 < z,, < 1.
b) Montrer que (Vn € N*) : x, 11 < xy.

Exercice 18

1/ a) Montrer que (V(a;b) € |—1; 1[2) . arctan a + arctan b — ardlin ( a+b )

1—ab
L1 1 1 1
b) En déduire la valeur du nombre S = 5 arctan (8) + 2 arctan (18) + 3 arctan <57>

2/ a) Montrer que I’équation 23 4+ 22 + 2 — 1 = 0 admet une unique solution o dans ]0; 1[.

. . , . s
b) En déduire les solutions de I’équation arctan = + arctan /z = 1

Exercice 19

x s
1/ Mont N —1; : arct T t = —.
ontrer que (Vo € ]—1; 400]) : arctan (1—1—37) +arctanz = -

1 —
2/ En déduire la valeur de arctan < 7 a:) -+ arctan x pour tout z € |—oo; —1[.

ZT

Exercice 20

Soit p un entier naturel non nul.

—1 1
1/ Montrer que : arctan P N arctan L= arctan | —— |.
p+1 P 2p

n
. . . . 1
2/ Soit n un entier naturel non nul. Donner en fonction de n I’expression S(n) = E arctan (22> .
p
p=1

3/ Calculer lim S(n).
n—+0o0

Exercice 21

On considére la fonction f définie sur R par f(z) = Va2 — 2¢/x + 2.

1/ a) Déterminer deux fonctions u et v telles que (Vo € RY) : f(x) = uov(x).

b) En déduire les variations de f sur RY .

2/ Soit g la restriction de f sur I’intervalle I = [1; 4o0].

Limites et continuité 7 https ://www.dimamath.com
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(31417
a) Montrer que g réalise une bijection de [ sur un intervalle J que I’on déterminera §w \\:\
b) Déterminer I’expression de g~ (z) pour tout z € J. =) %\@i
s,

II- Corrigés des exercices

Solution Exercice 1

1) f(z) =vV/z+1.Doncze Dy & 2+1>0 < > —1.
Donc Dy=[—1,+o0[.
4—x2>0 r<4
3/4_ -
2) f(x) = DoncmeDf@ z+2>0 &{zz2-2 o
1—2\/ 7
1—-2vz+2+#0 T ==
-7 -7
DOHC:Df: —2,7 U 7,4 o
2z +1
3) fr) = ——=.Doncz € D; & 22 —-4>0 & x € ]—00,—2[U]2, +00].
) @) = ; |—00,=2{U12, +od]
Donc Dy=]—o00, —2[U]2, 4o00].
4) f(z)=/(2-2)3+5.Donczx € Dy & (2—2)>>0& <2 & x € [2,+o0].
Doquz[ , Foof.
32> —5x+22>0
5) f(z) = 37—+ 2+2¥9—a2 .Donc 3Dy & {0 T TEN o
9—z¢>0
e] 2}u[1+ [ 2
x € |—00, = , +00
3 &€ [—3, 3] UL, 3].
€ [-3,3]
2
Donc D= [—3, 3} U1, 3].
2z — 3
2¢ — 3 5 >0
62T —3 5 >0 2 —
6) f(x)= .Doncx € Dy & ¢ z°—4 S Vx££ -2
2 —4 $2—47é0
x # 2
x —00 —2 % 2 400
2z — 3 - @& 0 + | +
2 —4 +50 - | - 0 +
quotient - =+ 0 - | +
3
Donc : Dy=] — 2, 5] U2, 4ool.
V2zt — 322 +1 224 —322+1>0
7 f(z) = i v+ .Donc z € Dy & y S
Se—2] — 2 e —2[—2#£0
(222 —1)(22-1) >0
v —2| £8

Limites et continuité 8 https ://www.dimamath.com
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e

& .
_ A~
a —00 =1 ﬂ é 1 +00 § N
2 2 2 § :
2% — 1 + | + 0 - 0 + | + 9V}
z?—1 + 0 - | - | =0 +
produit + = 0 + 0 - 0 +
2 2
Donc z € |—o0, —6[U]—6, —1] U [—\g,\gl U [1,10[ U]10, 400 .
2 2
D’oit Dy=]—o00, —6[U]—6, —1] U —‘g_‘;_ U[1,10[U 10, 4-00].
8) f(x):l—(j(;U_l)Q.DoncmeDf S x# L
Donc Dy=R \ {1}.
V% — 4 2 —4>0 v > V4 3
9 = —.D D - —, V4
) f(x) P— onc r € f@{2x—37é0 & x#g @966[2,\[[U
| V4, +00].
3
D’ou Dy= [2,\3/1[U]\3/Z,+oo[.

Solution Exercice 2

a) 1°-8=0« 23=8=2% = =2 Donc S={2}.

b) 23 +8=0« 2°=-8=(-2)3 = z=-2.Donc S={-2}.
¢) v —256 =0, 2t =256 =4* = r = +4. Donc S={—4,4}.
d) 24 4+256 =0 < 2% = —256 < 0. Donc  S=0.

—9=1
e) \3/33—2:1<:>{x & =3 & S={3}.

x € [2,00]

f) /v —1=—/5puisque /= — 1 < 0 alors S=0.
g) V1 —sqrtx = /x . le domaine de définition de cette équation est [0, 1] .
1
Alors (Vz € [0,1]), /1 —sqrte =z & 1 -z =z & 2/r =1 & z =7

1
Dou: S={-}.
on: S={}

h) Le domaine de définition de I’équation :  {/(z +2)2 + {/x +2=2 est[-2,+oo].

Posons t = /r +2,alorsona: {/(z+2)?2+Jr+2=2 & t2+t—-2=0 < t=1ou

b= =2

ct=1= Vr+2=1=2x=-1€[-2,+0|
st=-2=>Vz+2=-2=>2+2=-8=2=-10¢[-2,4+0c0].

Alors S={—1}.

i) Enposant X =23 :26 - 323 —4=0 <= X2 -3X-4=0 < X=40uX = —1.

Limites et continuité 9 https ://www.dimamath.com
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e X=4=23=4= =14 §‘$V \\,“
cX=-1=23=-1=2=-1. o Q @i
Alors S={—1, v/4}.

j) Lensemble de définition de I’équation z/z —5 = Oest RT .Ona:zyz —5 =0 & zJz =
5 2t =125 & x= V125 € Rt ou z=—+v125 ¢ RY,

Alors : S={+v/125}

Solution Exercice 3

1/ On utilise (a — b)(a? + ab + b?) = a® — b3 et (a + b)(a® — ab + b%) = a® + b3,

« Enposant:a = v/2,ona: (a—1)(a®>+a+1)=a®—-1=1,donc A=+v/2—1.
« (V3-2)(V9+ V6 + V4=3—-2=1,donc B=/94+v6+/4.

, V49 — V7 +1
c (VT+1) (V49— VT+1)=T7+1=8,donc C = 8\/_—'_ )

2/ s Onappem(3,4) =12,donc V2 = N16 et /5 = “/125.
Comme 16 < 125, alors v2 < v/5
« Ona ppem(3,5) = 15, donc 4'/3 = ¥/1024 et 7'/5 = /343 .
Comme 343 < 1024 , alors : 71/5 < 41/3

« Ona ppem(4,3) = 12 Donc 3Y/* = X/27 et /5 = V/625.
Comme 27 < 625 , alors : 31/4 < /5

\3/ \/i x /16 1/6.94/12 1T 3
3/ o« E= = 22 = 267375 = 210 = /8.
\5/5 21/5
3/Q\ 1 1 1/2 . 95/4
.F:(\/g)zx 32 _ 2/%.2 _9f 193 _ 8

\/§ < 1\2/674 21/2 . 96/12

Solution Exercice 4

Pour les formes % du type M,on utilise le nombre dérivé ¢'(a).
1/ lim Va?+5—z = lim > =0
T—+00 T—+00 3/(1-3 + 5)2 + .%"3/1'3 54+ 2
Donc lim 3 +5—xz=0
x—>+ oo
3
A Gt ! _ - 1 — >
2/ Pourz < 0, x = —|z: zEIPoo vVt +3 — |z ml}@oo BT A% 1 AL £ [P 0 (ou
A= /24 +3).
Donc lim +/z% + 3+x=0
T—r—00
31 : 3 3_9) — 1) = —
3/ :cgr—il:loo VT 2x—$£rfooz(\/1+5/a: 2) +o00 x (—1) 00,
car lim {/1+4+5/x3—-2=—-1.
T—>+00
Donc: lim a3+ 5—2x=—
r——+o00

Limites et continuité 10 https ://www.dimamath.com
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4/ lim %W+x—ﬂ&wﬂﬂx%—m—x@2+$—¥rﬂ):ﬂme5§35§é§
&

r——00 /-\ )
car v2 — 3 < 0. = Ry ’
Donc lim +/2xz% +x — 14+3z= — oo
Tr—r—00
5 lim Voita+1- 28 +1= Mlx(¢L+3+ ¢2+3):+mxu—€6y=
T——+00 T—~+00 Z
—00 .
Donc: lim vzdf4+x+1— V223 +1= — o0
x—>+oo
6/ lim 33: = lim — X y/(x—1)2 = 1x 400 = 400 ,car lim b =1L
z—4oo Jpr — 1 xto+oo 1 — 1 z—+oox — 1
D li =
onc : mJToo \/a:T =+4o0
7/ lim Va3 —xz+1—+vVa2+5 = lim (\S/x?’—a:—i—l—m) — ( x2+5—x) = 0, car
r——+00 T—>+00
lim (\3/x3—:1:+1—a:>:Oet lim ( x2—|—5—x>=0.
r——+00 — 400
Donc: lim \/ 3 — x4+ — Vx2 + 5=
T—+00

8 i V13 — zy/1-1/z% \3/1—1/3;2
im ——— =
=+ (/12 4 1 50—>+0° z\/1+4+1/z 1‘—>+0° V1+1/z

V3 —x
Donc: lim ——=1
r—+oo /2 +x
213 —zy/1+ % 1+
9 tim YT gim VP gm T
r——00 2 —x :c—>—oo_x3;732+1 a:—>c>037 +1
Smae IF vVxz+3
onc : w_:llloo S ,m =1
. NVr+1-1 . 1 1
10/ im ——— = lim S = =
=20 T 20 (Yr+1)"+ Yo+1+1 3
 Yr+1-1 1
Donc: lim —M = —
x—0 €T 3
11/ Posons g(z) = /= + 6, la fonction g est définie et dérivable au voisinage de 2, etona : ¢'(x) =
1
T+ 6)*2/3, par conséquent ¢(2) = § - 3 = R
- . —g(2 R 6—2 1
Comme g est dérivable en 2, alors lim 9(=) = 9(2) = i YEYO 2 Jd(2) = —.
T—2 T —2 T—2 T —2 12
. Ve +6—2 1
Dou: lim ——=—,
z—2 r—2 12
oV + 5=z +1 . Yr+5-2 Jz+l1-2 1 1 1
12/ lim = lim = = — = = ——
z—3 z — 3 =3  x—3 r—3 12 4 6
. Ve +5—+vVzx+1 1
Donc : lim = = =
z—3 x—3 6

Limites et continuité 11 https ://www.dimamath.com
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13/

14/

15/

16/

17/

18/

19/

20/

Y — 2 -1 Yz-1 1 1 5 s
lim YEXVE=2 (VR +\/5 = -4z =-. § S
z—1 z—1 z—=1\ z—1 z—1 2 3 6 2 08 @i‘/
NS,
. VJo+JT—-2 5 p
Donc : lim = _
r—1 x—1 6
3 2_4
lim Y2 "2 = lim {2 +2 = 4,car Va2 —4 = (J7—2) (7 +2).
z—8 \3/»—2 x—8
. V2 — 4
Donc: lim — =14
r—8 r — 2
lim 37“%—’_10_2* lim 1 7i
T——2 T+ 2 T——2 (m)2+2m+4 12°
. Yzri0-2 1
Donc: Ilim —M = —.
T—>—2 T+ 2 12
o Vr+1-1 . Vr+1-1 x 1
lim ———— = lim X = — Xa(=12)1=3=6
z—=092 — Jxr+ 8 z—0 T 2— Jr+8 2
D I ve+1-—-1
onc: lim —MMM— = —
z—02 — /x + 8
r—1
37— 1 3r 1 3 3/.2
TR il SN T £ i 1§64 Ve _
=1 /T + Yo — 2 =1\ /r—1+ Y —1 a—1 r—1 i x—1
VE+1T 14 Yz + Va2 + Va3
1
- - 1
- 1+ ¢z + Va2 3 4
furs R N 1 *1+1*§
VE+1 1+ Yo+ Va2+ V3 2 4
5 i YT —1 4
onc : lim = —
z=1l/r+ J/r—2 9
L Vr+1-1 RZ R | x 1 3
Iim — = lim X = -—-xX6=—-.
=0 S +1—1 z—0 7 Sr+1-1 4 2
Done i Vr+i—-1 3
onc lim — = —
a0 Yz +1—1 2
lim z%/3 — 232 = lim 23/ (m_5/671) = 400 x (—=1) = —o0.
T—+00 T——+00
Donc: lim z2/3 —x3/2= — o
r— 00
) 5va2 —1 =213 =2
hm3
z=3 /72 — 1 X /23 =2~ 10
Posons a = /22 — letb = /23 — 2. Lorsque x — 3 :
a— V8=2, b— V25 =5.
0
Numérateur et dénominateur tendent vers O : ¢’est une forme indéterminée o
» Ona:
5a—2b=5(a—2) — 2(b—5),
ab—10 = b(a — 2) + 2(b — 5).
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Pour a — 2. En utilisant I’identité A*> — B3 = (A — B)(A%? + AB + B?),on §$“ &
2 §
a®—8=(a—2)(a®+2a+4). 3 oSY/

Comme a® +2a +4=(a+1)2+3#0,eta® =22 —1,alors:

a’ —8 22 -9 z+3
a2+2a+4 a?+2a+14 a2 +2a+4

Pour b — 5. Avec la quantité conjuguée, sachant que b* = 23 — 2 :

b2 — 2 3_9 2
b_5_ 5:1" 7:(x—3)$ +3x+9
b+5 b+5 b+5
» Posons
a—2 x+3 b—5 2243x+9
P = ey — = o
@)= 3= @rora QW= b+5

En divisant numérateur et dénominateur par x — 3 (avec x # 3) :

5a —2b  5P(r) —2Q(x)
ab—10  bP(z)+2Q(z)

» Comme
lim P(z) = 0 — A lim Q(z) = 21 lim b =
z—3 44444 % T—3 10° z—3
Alors: 1 27 5 _ 21 29
lim 2P@) —2Q@) _ 5-5-2"% _3-5 _~q
s—3 P(z) Q(z)[~10/ “§al +2.20 ~ 54 21— 1
D’ou:

5722 —1 — 2/x3 — 2 29

1m =
:c—>3\3/m2—1><\/m3—2—10 79

Solution Exercice 5

1/ a) Lensemble de définition de I’équation est [—1, +-00. Posons t = V/1 + x;
alors V1 +z = t*et/1+ z = t5. Donc
t=0<+= 2z = -1
-t =t*1-t)(1+t)=0 < {ou
t=1<«= =0

D’ou: S={—1,0}.
b) t€eDf <= x> —-letyl+a—V1+2#0 < z€]-1,0[U]0,+o0[.
Donc Dy = ]—1,0[U]0, 4+o00].

2/ a) Pourz € Dy,avect = ¥/1+z(etv/1+z = t3):

3 — ¢ t3(1 —t) 1

f(z) = 4 _ 16 :t4(1—t)(1+t) :t(1+t)
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éww
Donc : N
[ R — S #
x) = <
121+$(1+121+$) (=] \%%/
b) .
o ) = I 1 _
x—}I-Poo t) = tﬁl?oo t(l + t)
li = lim — =
m f@) = lim sey =
. . 1 1 . . S
3/ lim f(z) = lim = — . La limite est finie, donc f admet un prolongement par continuité
x—0 t—1 t(l + t)
o g(z)=f(x) ; =xe€Dy
en 0 défini par 1
9(0) = )
Solution Exercice 6
0+2
1/ O 0)=——=2.
na f0) =557
5 2 +2
A he de 0 : lim = lim ——— =2= f(0).
ganete de o /(@) a—0- 222 + 1 £(0)

A droite de 0 : pour z > 0, en utilisant les identités suivantes a® — 1 = (a — 1)(a® + a + 1) et
¥ —-1=(b-1)(b+1),ona:

3z €T
V3r+1—1= et Ve+l—1=—"——.
VBx+1)2+V3x+1+1 Ve+1+4+1
Donc
3(Ve+1+1 3x2
lim f(z)= 1 (vVz ) = °X2 9= f0).

im = =
z—0+ a—=0t Y/ (Br+1)2+ V/3r+1+1 1+1+1

Comme lim f(z) = lim f(x) = f(0), la fonction f est continue en 0.
z—0~ xz—07t

_ z2 2

C 22241

a) g est continue sur / (fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas). Elle est déri-
vable sur I et

2/ Pour z <0, g(x)

27222 + 1) — 4z(z? + 2) —6x

9@ = (222 +1)? T @2+ 12

Pour x < 0, g’(x) > 0 : g est strictement croissante sur I. Etant continue et strictement
monotone, g réalise une bijection de I vers

T—>—00

7= o) = | tim_ofa); 90)] = |5:2].

2
. T+ 2 1
car Igr_noo 112 et g(0) = 2.

b) Soity € Jetx € I. Alors

2 —
g(m):y<:>x2+2:y(2x2+1)<:>x2(2y—1):2—y<:>x2:2 yl'
y_
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e

AR
4= o)
Comme z < 0, on obtient x = — Y Donc § N
21 W
i
2—x
vz elJ); g iz) = — .

¢) g estcontinue et strictement croissante sur R~ donc elle est continue et strictement décroissante

_ 2 1
en particulier sur —g; ——|et

2
2 —%+2—22~129<\/§ ! —%+2—3—15>\/§
N"3) 11w o \T2) T Iar 2 '
Donc v2 € |g(—%);9(—3)[ D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermé-
diaires (ou Théoréme de la bijection), 1’équation g(x) = +/2 admet une unique solution
2 1

d) Ona+/2 ¢ Jetg(a) = /2, donc

2 1 1 2
Or -3 <a< 5 d’ou 3 < —a< 3’ c’est-a-dire

1 2—/2 2
L /2=v2 2
2 2v/2 -1 3

Solution Exercice 7

Rappel : arctan(tand) = 6 si 6 € ]—%; 5 [, et tan(arctant) = ¢ pour tout réel ¢. De plus, pour a,b > 0

a+b
avec ab < 1 : arctan a + arctan b = arctan 7 5
—a

1/« A=arctan(l) & A=

N

« B=arctan(\/3) & B = %

e C = arctan <—\/?§> = O —%.

417 ™ 417 s T
e ——— = —10m — i donc tan<—4> = tan(—Z) . Donc D = arctan (tan <_Z>> =

4
T
1
71
. T;— = 247 — g, donc E = arctan(tan(—%)) = —g.
. T T T
* Puisque = S ]—5, 5 [, donc F' = -
. —B—W = -7 — T , donc G = arctan (tan (—1>>.Alors G = -
12 12 12 12
25
« H=—.

6

Limites et continuité 15 https ://www.dimamath.com
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4 M
1.1 1 3+3 éxv
* Puisque B X 5 10 < 1, alors arctan 5+ arctan § = arctan 14 = arctan et pu?Squg
7><1 < 1, al tan I + arct t Z % 10t 65/72 arctan%clé
- X == — alors : arctan arctan 3 = arctan = arctan ——— = .
9 8 72 9 8 7—72 65/72
T
D I=—.
onc 1
243 .
* Pour arctan 2 + arctan 3, on a : tan(arctan 2 + arctan 3) = 16" —1, et puisque la somme

. . 3
appartient a } o 77[ (car arctan2 > 7 et arctan3 > 7), donc arctan 2 + arctan3 = R On

. 5 35 -
montre facilement que tan 1—; = 2+ /3 donc arctan(2 + /3) = % Ainsi

J_37T+57T_147T_77T
412 12 6

7
D’ou : arctan 2 + arctan 3 + arctan(2 + v/3) = %

2/ a) Posons § = arctan% € ]0; o [ Alors 20 € ]0; 5 [ et

2.1 4
tan 20 = 2127.
- 293

4 1
Donc 26 = arctan %. D’ou : arctan (3) = 2arctan <2>
b) P = 3 : 1. Alors 2 iz
) osonsgo—arctanZE]O,Z[. ors ¢€]0,§[et

2.
tan 2¢ = ;

Qo

_3/2 24

S T/16 7

&l

24 . 24 3
Donc 2¢p = arctan - D’ou : arctan — | = 2 arctan 1

3/ a)%x%:%<1,donc

1
14
1—

wlIN

= arctan —— = arctan —

1 2
arctan 5 -+ arctan § = arctan 2/3 / 1

Wl

b) Soit § = arctan 3 — arctan2 € |—73;0[ (car 3 < 2). Alors

Wl

-2 -2 3 2
tand = = /

s — TR
5113 11

—

+
donc § = — arctan 9 D’ou : arctan 4 arctan(2) = arctan 2
- 1o 3 1)

Solution Exercice 8

. 3z mw _. .
1/ Résolvons I’équation : arctan x + arctan > =71 Discutons selon le signe de z :
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o
: 3x T . é\ﬁ. <
» Siz <0, alors arctan(z) 4 arctan | — | < 0 < — : Donc I’équation n’a pas de 0§1t10n n
R~ O
3x .
T+ -
» Siz > 0, la somme est dans ]0; 7| et, si elle vaut 4o ona 7322 =1,s0it 3224+ 52 -2 =0,
75
. . 2
douz = 3 ouzr = —2. Comme x > O alors : x = 3 donc :
(s
S=49—-,.

3

2/ L’équation s’écrit arctan T + 2 arctan L Or tan| 2arctan : ——1/ 2 8 et

u : B = = = =] = = —
§ 4 4 1) - 1-1/16 15
1 T 1 8 ) K
2 arctan — € }0; 1 [, donc 2arctan — = arctan I Le second membre appartient a} ik [, donc
I’équation a une solution unique :
8
tan( = + arctan 8 o 15 _ 2 S 23
xr = —_ _— — = — = [ .
4 15 .8 7 7

15

3/ Méme raisonnement qu’en 1/ : pas de solution si < (. Pour > 0, on doit avoir 17:;2 =1,

— 2z

-3+ /17

soit 222 + 3z — 1 = 0, d’ou x = . Seule la racine positive convient (et 222 < 1 pour

4
elle) :
17— 3
5= {av} |
4
4/ Lafonction h : = + arctan x +arctan(xv/3) est strictement croissante sur R. Ona h(1) = % + g =
%. Donc 1 est I’'unique solution :
S={1}.
1 3 7
(Par le calcul : = > 0 et %—T\ggx = tan% = —(2 +/3) donne (3 + 2v/3)z? — (1 +v3)z —
—V3x

(2 +/3) = 0, de discriminant (5 + 31/3)?, dont la seule racine positive est 1.)

s

5/ Soit () = arctan(x — 1) +arctan z +arctan(x + 1) : ¢ est strictement croissante et (0) = 0 < 7,
donc toute solution est > 0. Il y a donc au plus une solution.

Pour z > 0 : arctan(z — 1) + arctan(z + 1) = % — arctanz = arctan i € |0; Z[. En prenant la
tangente (avec 22 # 2) :

2z 1 2 V6

. = = 2P =2-1’ = = = = —.

1-(2-1) =z ‘ v Y73 T3
Réciproquement, pour xz = @ t(@—1)(z+1) =22 —1=—3 < 1, donc arctan(z — 1) +

2% 3z 1 T ..
arctan(z + 1) = arctan Sy = arctan > = arctan - = 5~ arctan x (car % = x% = 3736) Ainsi

o)
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. 3m
6/ Domaine : x € R\ {—1;0}. On rappelle que arctan z — % € ] R [ et tan(arct n - — @
1 ’
x . Donc
z+1
7r . 7
-1 arctanx—z sixz > —1, 1 — —arctanzx siz >0,
arctan = o) arctan — = T
z+1 arctanz + —- siz < —1, L —5 —arctanz siz < 0.
_ T T 7 . .
* Siz > 0:lasomme vaut — — — = — : toujours vrai.
2 4 4
. 3
* Si—1 <z <0:lasomme vaut —g — % = Zﬂ = — : aucune solution.
™ 3T 7 . .
e Six < —1:lasomme vaut 5 + e = 1 : toujours vrai.
S =]—o00; —1[ U ]0; +o0f.
Solution Exercice 9
On utilise la continuité de arctan sur R et lim -, arctan = g hm arctan = g
. 0
a) lim arctanz = —.
T——+00 2
b) Ilim arctanxz = —E.
T——00 2
¢) lim 22 -2x+5=+00 = lim aretan(z?® — 2z + 5) = T
T——+00 T——+00 2
arctanz __ _ 1 _
d) }111)% £ = arctan’(0) = 5z = 1.
e) lim 222 +3r—1=+0c0 = lim arctan(22®>+3z —1) = T
T——00 x——00 2
. 3 . 3
f) lim TS —1 = lim arctan <x+ > -
T——00 2 — I T——00 2—x 4
) 2z + 1 2 1 e ; < 2z + 1 > T
im = — im arctan = —.
® et 2/3z—5 2v3 3 z—-+oo V3z -5 6
. -5 . =
h) lim =1 = lim =1 = lim arctan
z—+oo x + 7 z=+oo \ .+ T T—+400 T+ 7
2 2
—1 -1
i) lim Viz® + i =43 = lim arctanm =2
Z—>—+00 2+ 3 x—>+00 z2+3 3
. . 22 +x+5 . 202 +x+5 222
jj Ilm ————=—-00 = lim arctan ———— ~ — = —
zT—+too 3 —=x z—+00 33—z —T
2 2
-9 5 —2 5
k) lim 3$ 5 it =0 = lim arctan * Tt =
a—o—co 3 + a2+ +1 T——00 B+ax2+x+1
1) Comme 3arctan/3 = 7 :
3 arct — t — arct 3 3
lim SACRANT T 3 lim g — ARG =3 arctan'(\/g) ==
V3 T—V3 23 -3 4
Limites et continuité 18 https ://www.dimamath.com



2 BACSM Série Corrigée 2 S. El jaafari

4 M
g
tan(x? tan(x? Sy
m) Pour z # 0 arctan(z” +z) arcanz(:n + ) % (@ +1). Quand & — 0, w — a1} @x ﬁ\\;)eéé
7 Tl +x e Ay -
arctan u arctan(z? + x) S

— 1 (d/), donc lim = 1
z—0

2242

arctan(/z) lim arctan(/x) " z? NI

n = X =1x1X+o00=+0
) a—0t arctan(z?)  z—0t /T arctan(z2) = a2 + *
. 1 . arctan(1 . arctant
0) lim z arctan— = lim M = +o0 X lim =400 X 1 =+cc.
xto+oo € xto+oo 1/\/5 tto0+ t

Solution Exercice 10

2t
1/ On sait que si x # j:% + k7 ona: tan(2z) = %‘
1
2x -
! 4y _1 2/3 3
Posons A = 2 arctan (3) , donc tan <2> — . ,et tan A = TT/?)?,)? y 8;9 _ Z.Alors:

1 3 4+ 21

1 1 3 -t g 25
arctan <7> + A = tan <arctan <7> —+ arctan (4)) = 7 1 4 =S 282§ 3 = % =1

1—-x3
7% 4 28

. 1 7 3 T 1 s
Puisque arctan <7> € ]0, Z[ et arctan Z) € }0, Z[ , alors arctan <7) + A € }0, 5[ . on

conclut que : arctan ! + 2 arctan L 4
ut que : = —S—.
1 7 3) "4
. oy 2tana 1
2/ En utilisant la formule de duplication tan(2a) = ————— aveca = arctan | — | :ona:
1—tan%a 2

1

o (L 2 1 4

an arctan { — — e — —
2 1-(1/202 3/4 3

1
Puisque 2 arctan <2> € ]O, g [ , on en déduit directement que

2 arct 1 t 4
rctan [ — | = arctan [ =
2 3

1 2 1
3/ Posons A = 2arctan | — | ,donc tan A = ¢ = k2 et4darctan | — | = 2A . Donc
b 1-1/25 12 5
2x5/12 10/12 _ 10><12_ 120

fan(24) = - _ _ LU
an(24) =T 5/122 " 119144 - 119 119
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tana — tan b

En utilisant la formule : tan(a — b) = T (tana)(tanb) ona:
120 1
1 LYY _ 119 239
tan (4 arctan <5> — arctan <239)> = —50 1
14— x —
119 239

120 x 239 — 119
© 119 x 239 + 120

28560 — 119
28441 + 120
28441
= St =

. 1 T 1 ) T ,
Puisque arctan (5> € ]0, 1 [ et tan <2 arctan <5 D =13’ alors A € }O, 1 [ , par conséquent

1 T
2A — arctan | — e}———[D":
arctan (239> 2, 9 ou

1 1 T
4arctan ( — | —arctan [ — | = —
(5> <239> 4

4/ Posons av = arctan (Z) .Alors :

3
2XZ _3/2 B
1—(3/42 7/16

16 24
77

tan(2«a) = g X

Or « 6}0,%[ , donc 2« G}O,g[.Parconséquent:

9% 3 ¢ 24
arctan | — | = arctan | —
4 7

Solution Exercice 11

1/ Soit f la fonction définie sur R* par :

1
f(x) = arctan z + arctan <>

x
La fonction f est dérivable sur R* et

1 —
AR

1 1

= —_ :0
)2 1+22 22+1

(Vz € R*) = f'(z)

SR N‘H

X
Donc la fonction f est constante sur |0, +oof et sur | — oo, 0].
s

a) Pour z >0, f(z) = f(1) = arctan(1) + arctan(1) = —

1 :g.Donc:

NS

1
(Vx > 0), arctan z + arctan <> = g
x
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4

b) Pour z <0, f(z) = f(—1) = arctan(—1) + arctan(—1)

|

1
(Va < 0), arctan z + arctan <> = —
X

2/ On utilise la formule arctan a — arctan b = arctan (1“+_Cf’b) (lorsque ab > —1).

Soit # < 0,ona 22+x+1 >0 donc z(z+1) > —1, par conséquent arctan(x +1)—arctan x =

1_
s ;v > . Donc :

t .
arctan (1 i (:L‘—|— 1):1,‘

Ve < 0): t 1) — arct — arct. — N
(Vx < 0) : arctan(x + 1) — arctan x arcan<$2+x+1>

[

,doucos?f = ——
1+ x2

vl 3

3/ Soit ©z € R, posons 6 = arctanx ,donc =z =tanfetf € }—g,

. Comme

. 1 . 1
a) On sait que 1 + tan’f = ,soit 1 + 22 = ——
. ~ cos?f cos? 6
cos @ > 0, on obtient directement :

1

cos(arctanz) = ——
V14 z?

1 T
b) De plus, sin(arctanx) = tanf x cosf = x X —= .D’ou :
P ( ) V1i+ax2 V1422

T

sin(arctanr) = ——
V1 + 22

Solution Exercice 12
1/ voir exercice 7.

an (L) Larctan (L) 4 arctan (L) =

arctan 5 arctan z arctan 5) =1

2/ D’apres la question 1 et la relation d’Euler/complémentarité établie a ’exercice 11 (arctanx +

arctan(1/x) = 5 pour x > 0),ona:
1 T
vVt > 0, arctan 7)=3~ arctan ¢

En appliquant ceci pour t = 2,5, 8 dans ’égalité précédente :

T T T
(5 — arctan 2) + (5 — arctan 5) + (5 — arctan 8) =1
5t

T 7T_
2 4 4

3
o (arctan 2 + arctan 5 + arctan 8) = Z = arctan 2 + arctan b + arctan 8 =

Donc :
T
arctan 2 + arctan 5 + arctan 8 = E

3/ Considérons 1’équation arctan(z — 3) + arctanx + arctan(z + 3) = <. Considérons la fonction
arctan(z — 3) + arctanx + arctan(z + 3).

définie , continue et dérivable sur R par : f(z) =
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Pour tout réel f(x) = P = Donc P &“té\\g
our toutréel z,ona: f'(x) = . Donc Pour gout réel x
1+(x—3)2 " 1422 1+ (z+3)? Ly §i
. . . . a

f'(z) > 0 , donc la fonction f est strictement croissante sur R. et comme %1m F(DIE —%

X 10—

. 3 3 5 3 I s

et lim f(z)= Tt - < 2T < 1, alors d’apres le théoréme de la bijection 1’équation
x to+o00o 2 2 4 2

b}
f(z) = Zﬂ admet une unique solution dans R.

) . . .
Or f(5) = ZF d’aprés la question 2/. d’ou la seule solution de 1’équation arctan(z — 3) 4 arctan = +

arctan(z + 3) = 2T est 5. Par conséquent :

S={5}

Solution Exercice 13

1
Soit g la fonction définie sur R** par : g(z)=——— — +/arctan .
arctan x

1/ Calcul des limites :

. o 1 .
* Ona lim arctanx = 0T. Ainsi, lim ——— = 400 et lim +/arctanz = 0" . Par
x—0t z—0+ arctan x z—0+
conséquent,

lim g(z) = +o0

z—0t

* Ona lim arctanz = I . Ainsi,

T—+00 2"

B

R
|

2/ Continuité et monotonie :

La fonction g est la composée de fonctions usuelles continues sur R*™ | donc elle est continue sur
R*T.

Comme la fonction x +— arctanx est dérivable sur R*t et (arctanz)’ # 0 alors la fonction g est
dérivable sur R** . Et pour toutz > 0, ona :

1 1
1322 1 1522 1 1 1
g/(SC) _ 1422 _ 1422 |:

X =—
(arctanz)? 3 (arctanz)?/3 1+ 22 | (arctan x)? * 3(arctan z)2/3

Pour tout # > 0, 1 + 22 > 0 et arctanz > 0, donc ¢’(z) < 0. La fonction g est donc strictement
décroissante sur R**.

3/ a) g est continue et strictement décroissante sur |0, +oc[. Donc elle réalise une bijection de
. . 2 ™ . C :
10, +o00] vers I’intervalle image | — — i‘/; , Fool. Puisque 0 appartient a cet intervalle image (car
s
2 T ) . e , .
=< i/g), d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation g(x) = 0
7T
admet une unique solution o dans R**.

b) Evaluons g en 1 eten /3 :
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4 T S
. —Yn/d=—— 3 - ~127-0.79 > 0. N
g(1 7r/4 T 4 > < S )

“é
o
« g(V3) = %— Y 7r/3:%— \3/;~095—099 < ()(pluspremsement =< et
m
Vm/3 =~ 1).

Puisque g(1) > 0 et g(v/3) < 0 et que g est strictement décroissante, on en déduit que 1 <
« < /3. Par conséquent, g(z) > 0 pour x €]0, af et g(z) < 0 pour = €]a, +0o0].
Tableau de signe de g sur |0, +-00|

x 0 o} +00

Solution Exercice 14

1. Prolongement par continuité en 0 :

(1—|—\/1—|—$2> .
T )

Ona lim arctan
z—0t

,donc lim A(x) =0

z—0t

et lim arctan
x—0—

14++v1 e
<++$> = ——,donc lim A(z) =0 .D’ou: lir% h(z) =0 .
x z—

z—0t

Alors la fonction A admet un prolongement par continuité en 0 notée h défini sur R par:

{B(o) -0
Mz)y=h(z) ; z#0

2. Parité : Pour tout x € R*, en utilisant I’imparité de arctan(—u) = — arctanu , On a :

h(—z) = —z arctan (1 4 1_; (—x)2> =—x (— arctan <1+ ”;W>> = h(z)

La fonction A est donc paire.

o m
3. Expression simplifiée : Soit z > 0. Posons x = tant avec t €]0, 5[. On a alors V1 + 22 = —
cos
L’argument de la fonction arctan devient :

1
QY1422 1+cost ~ 14cost

x - sint sint

cost

t t t
En utilisant les formules de trigonométrie (14 cost = 2 cos? <2> etsint = 2sin <2> cos <>) :

2
1
—|—'cost _ c9s(t/2) ot t - ot
sint sin(t/2) 2 2 2

s i t T T T T
Pui — - — = - = ——
uisque ¢ €]0, 2[,ona <2 2) 6]4, 2[ [ 5 2],donc
+ V1 + z2 T ot
arctan ===
x 2 2
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é‘iv'c
En revenant a h(x) et sachant que ¢t = arctan  : § &
m arctanx 7y az > A %\@i
h(z) =x <2 == > =5 §arctanx (Vx > 0) "

4. Equation (F) : Soit 2 > 0, on considére I’équation

A2
T

? 5
a) L’équation (F) est définie pour x > 0. (F) <= arctan m _ o7

T 12

1+ +/1+4 (Vx)? 57 1+ /14 (/)2 5m
arctan( 7z >:12<:> xarctan( Jz >:12\/5<:>

h(y/z) = % Va.D’ou:

_57‘(’

(B) <= h(vz) =1

NS

. . o .- .
b) Posons y = +/z (donc y > 0). L’équation devient h(y) = Y En utilisant 1’expression
démontrée a la question 3 :

5
(F) < iy Y arctany = —Wy

2 2 12
Puisque y > 0, on peut simplifier par y :
T 1 " ST N 1 . T 5T s
— — —arctany = — —arctany = — — — = —
2 2 YT 12 2 YT 1T 1
— arctany — T — y = tan (W) = V3
Y% v T
Puisque = = y2, on obtient :
2
o (¥B) Z3_1
~\3 ) 9 3
L’ensemble des solutions de 1I’équation (E) est donc :
1
S=4<
s
Solution Exercice 15
On considere la fonction f définie sur R par :
V1i+22 -1 .
arctan | —— siz#0
flz) = z
0 six =0
V1+22 -1 7 x
Pour x # 0,0n a = . Posons u(z) = ——— sur R, qui vaut 0 en 0.
# x Vi+az2+1 (=) Vi+zZ2+1 1
Alors f = arctan ou sur R.
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o
1/ La fonction u est impaire, donc f(—z) = arctan(u(—=z)) = arctan(—u(x)) = —fEr) :é\es_t
impaire. ) \@i ‘
2 |u(z)| 2l |4, donc u(z) — 0 quand z —» 0. Par continuité de arct 1'\f(§'%/’
u(z)| = ————— < |z|, donc u(x quand x . Par continuité de arctan, lim f(z) =
vi+z2+1 2—0
0 = f(0). Donc f est continue en 0.
. 1
3/ a) Pourz € Ronau(z) = —Vite® > 0. Donc u est

(VI+22+12  VIi+a22(Vi+a?+1)

strictement croissante sur |0; +00| (et méme sur R).

b) Comme arctan est strictement croissante et u strictement croissante sur R, f = arctan ou est
strictement croissante sur R.

s s
4/ lim =1 = Ilim = —;et lim =—-1 = lim = —— . Comme
T——+00 U(IL‘) T——+00 f(:L‘) 4’ T——00 U(CL’) T—r+00 f(l‘) 4
0 0 0 2.0 a0 4 T T
f est continue et strictement croissante sur R, elle réalise une bijection de R vers J = ] 12 [

(car cos 6 > 0), donc

5/ a) Pour@E]—g;g[,ona\/1+tan29:

cosd
1
—1 1-—cosé 0
tanf) = <0 — — tan .
i) tan 0 sin 6 an2

7T
2
[. Donc f~!(x) = tan(2z) pour tout x € J.

Soitx € J etposons y = tan(2x) (possible car 2z € } —g; {).Alors f(y) = arctan (tanz) =

€:| ™ T
T, car —— =
2’2

b) Soit y € R. Posons # = f(y) € J. D’aprés la question précédente, y = f~'(z) =
tan(2z) = tan (2f(y)). Comme 2f(y) € ]|—%5;5[. on obtient 2f(y) = arctany, soit

1
fly) = 5 arctan y.D’ou :

(Vz e R): f(z) = %arctanx

Solution Exercice 16

1
Soit v la fonction définie sur R* par : v(z) = arctan {/z — T
x
1/ v est la composée de deux fonctions continues et dérivables sur R* , donc elle est continue et dé-
1 1
rivable sur R etona: v'(z) = aln . Donc pour tout z > 0
+ @) = stvra+ e® T awar  DoCP

v'(x) > 0 , par conséquent la fonction v est continue et strictement croissante sur R* or
. . ™ ™ . .
lim v(z) = —oco0 et lim v(z) = - donc 0 € }—oo,—[ alors d’aprés le corollaire du
r—0t T—+00 2 2

TVI, I’équation v(z) = 0 admet une unique solution « dans R, .

m m 1
2/ O )y==--1<0,d > 1L Etv(3v3) = - — —=
na v(l) 0 onc « v(3+/3) 3575
1 < a < 34/3. Puisque la fonction v est strictement croissance sur R*, alors v(x) < 0 pour
0<z<a,va)=0,etv(x)>0pourz > a.

> 0, donc o < 3+v/3. Ainsi

Tableau de signe de v(z) :
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¢
(=}
v(z) — 0 +
1 1
3/ Comme v(«) = 0, donc arctan (/) = Ta Donc tan e = tan (arctan /&) = /.
o (0

1
Puisque 1 < o < 3v/3donc 1 < ¢/a < v/3v/3 =+1/3.D’ou 1 < tan <—) < /3.

Ja
Solution Exercice 17

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x + arctan z.

1/ a) f est continue et dérivable sur R comme somme de fonctions continues et dérivables , et
fl(x) =1+ 1—:332 Donc Vz € R : f'(x) > 0, d’ou f est strictement croissante sur

R.
b) Ona xEr_noo f(z) = —o0 et Il}rfoo f(z) = +o0. Or la fonction f est continue et strictement

croissante sur R , Alors f réalise une bijection de R vers J = R.

1
2/ a) Soit n € N*. Comme f est bijective de R sur R, I’équation f(z) = — admet une unique
n
solution z,, € R.
1
Puisque f(0) =0et f(1) = 1+% etl < — < 1+%,donc f(0) < f(xn) < f(1) (Par stricte
n
croissance de f) alors 0 < z,, < 1.

1 1 . .
b) Ona f(x,4+1) = —— < — = f(z,,). Comme f est strictement croissante, donc z,,+1 < xy,.
n

n+1
Solution Exercice 18

1/ a) Poura,b € ]—1;1[,ona|ab| < 1,donc 1 —ab > 0. Les réels arctan a et arctan b appartiennent
a+b

1—ab

.

a]—=; 2|, donc leur somme appartient & | —5; 7 [. Comme tan(arctan a + arctan b) =

donc :

a+b
arctan a + arctan b = arctan
1—ab

1 1 1 1
b) Ona:S =2 (arctan 3 + arctan 18> +3 (arctan 3 + arctan 57) Calculons par la formule

précédente :

)
456
455

456
13

72
143

144

1 1 1
e arctan — + arctan —— = arctan = arctan — ;
8 o7 7

1 1 2
e arctan § -+ arctan E — arctan — arctan ﬁ;
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25
tan = tan = = arctan | 2L | = arctan = ;
arctan'c + arc an o = arctan ? S arclantey
77
1 3 1 2/3 3 1
* 2arctan 3= arctan 1 (car tan(2 arctan 3) =1 _/ 1/9 =1 et 2 arctan 3 €
25
S alrctan§ I arctam1 = arctan E =arctan1 = T
4 7 25 4
28

1 1 1 1 1 2
OrS =3 (arctan 3 + arctan 57) + 2 (arctan 3 + arctan 18) = Jarctan - + 2 arctan 1T

donc

§ — 2 (arctan & + arctan — ) +arctan & = 2 arctan = +-arcfih = ~stan °+arctan & = ©
= arctan — arctan — arctan — = arctan —-—rarctan — = an ——+arctan — = —.
7 11 7 3 7 1 771

2/ a) Soitg(x) = 3 +x2+x—1.Alors ¢'(x) = 322 +22+1 aundiscriminant A = 4—12 = —8 <
0, donc ¢’(x) > 0 par conséquent g est strictement croissante sur R. Comme g(0) = —1 < 0
et g(1) = 2 > 0, alors I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « dans ]0; 1].

b) Soit z > 0 (pour x = 0, le membre de gauche vaut 0 # 7). On a arctanz € ]0; g[ et

m 7T T
§ —arctanz € |—Z; Z[. arctanz + arctan \/z = 7 = arctan \/r = ]~ actanz
1—2

m 1-=z
= tan <— — arctan > = —— Posons ¢t = > 0 : on obtient =
Ve 1 )T 1ta Ve VE= 1
t(1+12) =1-12 < 3 +t2+t—1 = 0.D’aprés la question 2/a) cette équation admet une
unique solution o €]0, 1| . Donc I’équation arctan « + arctan /x = % admet I’unique solution

r=a%Dous = {a}.

Solution Exercice 19

1/ Soit & > —1 , posons # = arctanz donc # € |—Z; Z[. Onatan <% — 0>

B 1—tan6’_ 1—=
 14tanf 14z

1_
Comme z > —1 onaf > —%,donc%—@ e]—g;g[.Ainsiarctan<l+i> — % —0,don

1—=z s
arctan = — —arctanx
1+ 4

1—=x
1+

2/ Pourz < —1,ona # = arctanz € |—%;—7F[,donc p = %—9 €]%; %[.Commetancp =

. .o 1—=x 3T
etquenp—ﬁE]—5;—Z[C]—§;§[,onaarctan 1+ :ga—W:—Z—arctanx.Donc

1—=z 3
arctan | —— | +arctanx = ——.
1+=x 4

Solution Exercice 20

—1 .. T
ethb = p=- , deux réels positifs. Donc 0 < arctana < 5 et 0 < arctanb <
b

1/ Posons a = P
+1
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il > . Alors _r < arctana — arctan b < il et
2 2 2
a—b %,‘Ez
tan(arctan @ — arctan b) = .
1+ ab
2 _(p? -1 1 -1 2 —b 1
Ora—b:p (p ): et1+ab:1—|—p7:7p,donca = .
p(p+1) p(p+1) p+ D+ 1+ab 2p

1
D’ou:
P p—1 1
arctan | —— | — arctan { —— | = arctan 53
p+1 P 2p

2/ En utilisant la question 1, la somme est télescopique :

) =3 fortan (2 ) — arean (2]

p=1

n n
= arctan | —— | — arctan(0) = arctan .
n+1 n—+1

3/ Puisque lim =1 ,donc lim S(n)=arctanl = T Dou:
n—+ocon + 1 n——4o00 4

lim S(n)=—

n—-+o0o

IS

Solution Exercice 21

1/ a) Posonsv(z) = ¥z (deR* vers RY) etu(y) = y? —2y+2. Alors uov(z) = (Yz)* -2z +
2=+Vz2-2¥x+2= f(z).
b) v est strictement croissante. u(y) = (y — 1)? + 1 est strictement décroissante sur ]0; 1] et

strictement croissante sur [1;4+00[. Or v(z) < 1 <= =z < 1. Donc f est strictement
décroissante sur |0; 1] et strictement croissante sur [1; +oo[ (minimum atteint en x = 1, avec

fA)=0.
2/ a) g est continue et strictement croissante sur I = [1;+o0[, donc bijective de I sur J =
[9(1); +o0] = [1;400[, car g(1) = 1 et g(x) — +o0.
b) Soitz € Jety > 1tel que g(y) = z. Posons s = gy > 1. Alors (s — 1)® + 1 = z, donc

s—1=+vxz—1(cars—12>0). Ainsis=1++/x — let

9_1(3”) =y=s"= (1 + \/Dﬁ)g pour tout z € [1; 400l
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